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线性代数讲座: 相似, 二次型, 线性空间

李长浩 杨磊

2025 年 6 月 7 日

1 相似与线性空间

1. 已知三阶方阵 A 的特征值为 1, 2, 3, 则行列式
∣∣A3 − 6A2 + 12A− 5E3

∣∣ = _____.

2. 设 A 为 4 阶实对称矩阵, 且 A4 + 2A3 = O , 若 A 的秩为 3, 则 A 相似于
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3. 设矩阵 A =

 0 2 −3

−1 3 −3

1 −2 a

 与矩阵 B =

1 −2 0

0 b 0

0 3 1

 相似.

1. 求 a, b 的值;

2. 求可逆矩阵 P 使得 P−1AP 为对角矩阵;

3. 求可逆阵 Q 使得 Q−1AQ = B.

4. 若矩阵 A =

2 1 0

1 2 0

1 a b

 只有两个不同的特征值, 并且相似于一个对角矩阵, 试求 a, b 的值.

5. 设三阶实对称矩阵 A 的各行元素之和均为 3, 并且 α1 = (−1, 2,−1)T 和 α2 = (0,−1, 1)T 是线性方程

组 Ax = 0 的解. 试求可逆矩阵 Q 使得 Q−1AQ 为对角矩阵.

6. 设三阶实对称矩阵 A 的特征值 λ1 = 1, λ2 = 2, λ3 = −2, 并且向量 α1 = (1,−1, 1)T 是 A 属于特征值

λ1 的一个特征向量. 试求矩阵 B = A5 − 4A3 +E3.

7. 设 a ̸= b 是两个实数, 并且 n 阶实矩阵 A 满足 (A+ aEn)(A+ bEn) = O, 证明 r(A+ aEn) + r(A+

bEn) = n, 并且 A 相似于一个对角矩阵.

8. 设有三阶矩阵 A, 向量 α1,α2 分别是 A 属于特征值 −1, 1 的特征向量, 向量 α3 满足 Aα3 = α2+α3.

1. 证明 α1,α2,α3 线性无关;

2. 令 P = [α1,α2,α3], 试求 P−1AP ;

3. 判断是否存在可逆阵 Q, 使得 Q−1AQ 为对角矩阵.

9. 设 V 为所有二阶方阵, 按照通常矩阵的加法和数乘所构成的线性空间. 给定可逆矩阵 P 在 V 上定义

如下相似变换 T (A) = P−1AP .
1. 证明 T 是 V 上的一个线性变换;

2. 如果 P =

[
1 1

1 2

]
，求出线性变换 T 在如下基下的矩阵:

E11 =

[
1 0

0 0

]
, E12 =

[
0 1

0 0

]
, E21 =

[
0 0

1 0

]
, E22 =

[
0 0

0 1

]
.
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2 二次型

10. 设 A = (aij)n×n 为 n 阶实对称矩阵，r(A) = n，Aij 是元素 aij 的代数余子式 (i, j = 1, 2, · · · , n), 二
次型

f(x1, x2, · · · , xn) =
n∑

i=1

n∑
j=1

Aij

|A|
xixj ,

记 x = [x1, x2, · · · , xn]
T，证明二次型 f(x) 的矩阵为 A−1.

11. 设二次型 f(x1, x2, x3) = x2
1 + x2

2 + 2x2
3 − 2x1x3，g(x1, x2, x3) = x2

1 + 2x2
3 − 2x1x2 − 2x1x3

1. 求一个可逆矩阵C, 使得 f(x1, x2, x3) 可用合同变换 x = Cy 化为规范型;

2. 记 g(x1, x2, x3) 的矩阵为B, 求正交矩阵Q, 使得 QT(CTBC)Q 为对角矩阵;

3. 求一个可逆矩阵T , 使得在合同变换 x = Ty 下可将 f(x1, x2, x3) 与 g(x1, x2, x3) 同时化为标准型.

12. 设多项式 f(x1, x2, x3) = x2
1 + x2

2 + x2
3 − 2x1x3 + x2

1. 写出该多项式的二次型部分的矩阵A;

2. 求正交矩阵Q, 使得 QTAQ = Λ 为对角矩阵;

3. f(x1, x2, x3) = 0 表示什么曲面? 请说明理由.

13. 已知二次型 f(x1, x2, x3) = 3x2
1 + 4x2

2 + 3x2
3 + 2x1x3.

1. 求正交变换 x = Qy 将 f(x1, x2, x3) 化为标准型;

2. 证明：min
x ̸=0

f(x)

xTx
= 2.

14. 试求平面 x+ 2y + 2z = 0 包含在椭球体 x2 + 2y2 + 4z2 ≤ 8 内部的那部分平面块的面积.

15. 设矩阵A=
[
1 1

1 1

]
, 与A 合同但不相似的矩阵为（ ）

A.
[
1 0

0 0

]
B.

[
2 0

0 0

]
C.

[
0 1

1 0

]
D.

[
−1 −1

−1 −1

]
16. 二次型 f(x1, x2, x3) = x1x2 + x1x3 − x2x3 的负惯性指数 q 为 .
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