
解 (a) 因为行列式 ∣∣∣∣∣∣∣∣
2 3 1

−3 −1 −4

1 5 3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 35 ̸= 0,

所以 α1, α2, α3 线性无关。

(b) 因为矩阵的初等行变换不改变列向量组的相关性，而
4 2 6 4

−5 −2 −3 −1

2 1 3 5

6 3 9 6


初等行变换−−−−−−−−−→


1 0 −3 0

0 1 9 0

0 0 0 1

0 0 0 0

 ,

这说明 k1α1 + k2α2 + k3α3 + k4α4 = 0 等价于
k1 − 3k3 = 0

k2 + 9k3 = 0

k4 = 0

这个方程组有非零解 (3,−9, 1, 0)。故 α1, α2, α3, α4 线性相关，且 α3 = −3 · α1 + 9 · α2 + 0 · α4。

4. 求出第 3 题每小问中向量组的秩以及一个极大线性无关组。

解 (a) 向量组 α1, α2, α3 的秩是 3，一个极大线性无关组为 α1, α2, α3。

(b) 由第 3 题知向量组 α1, α2, α3, α4 的秩是 3，且阶梯形矩阵中主元所在列对应的原矩阵的列向

量组 α1, α2, α4 为一个极大线性无关组。

5. 写出第 3 题 (b) 问中 span⟨α1, α2, α3, α4⟩ 的一组基，以及 span⟨α1, α2, α3, α4⟩ 的维数。

解 按照定义，span⟨α1, α2, α3, α4⟩ 的一组基即为向量组 α1, α2, α3, α4 的一个极大线性无关组，可

取为 α1, α2, α4。而 span⟨α1, α2, α3, α4⟩ 的维数等于向量组 α1, α2, α3, α4 的秩，为 3。

6. 设向量组 α1, α2, · · · , αn 线性无关，且

β1 = a11α1 + a12α2 + · · ·+ a1nαn

β2 = a21α1 + a22α2 + · · ·+ a2nαn

· · ·

βn = an1α1 + an2α2 + · · ·+ annαn

证明：向量组 β1, β2, · · · , βn 线性无关的充分必要条件是∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a21 · · · an1

a12 a22 · · · an2
...

...
...

a1n a2n · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
̸= 0.

证明 若

k1β1 + · · ·+ knβn = 0, (1)
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则（(1) 式等价于）

k1(a11α1 + a12α2 + · · ·+ a1nαn) + · · ·+ kn(an1α1 + an2α2 + · · ·+ annαn) = 0. (2)

简单地整理后，知 (2) 式等价于

(k1a11 + k2a21 + · · ·+ knan1)α1 + · · ·+ (k1a1n + k2a2n + · · ·+ knann)αn = 0. (3)

而 α1, α2, · · · , αn 线性无关，因此 (3) 式等价于

a11k1 + a21k2 + · · ·+ an1kn = 0

a12k1 + a22k2 + · · ·+ an2kn = 0

· · ·

a1nk1 + a2nk2 + · · ·+ annkn = 0

(4)

所以：向量组 β1, β2, · · · , βn 线性无关
⇐⇒ 由 k1β1 + · · ·+ knβn = 0 可以推出 k1 = · · · = kn = 0

⇐⇒ 方程组 (4) 只有零解
⇐⇒ 系数矩阵的行列式非零，即∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a21 · · · an1

a12 a22 · · · an2
...

...
...

a1n a2n · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
̸= 0.

注 学完矩阵运算后，就能知道题中条件等价于如下的矩阵等式：

(β1 · · · βn) = (α1 · · · αn)


a11 · · · an1
...

...
a1n · · · ann

 ,

且上述的 (1), (3) 及 (4) 式也可以写成形式更紧凑的矩阵形式：

(β1 · · · βn)


k1
...
kn

 = 0 ⇐⇒ (α1 · · · αn)


a11 · · · an1
...

...
a1n · · · ann



k1
...
kn

 = 0

⇐⇒


a11 · · · an1
...

...
a1n · · · ann



k1
...
kn

 = 0.

7. 证明：若向量组 α1, α2, · · · , αs 线性无关，则向量 β 可由 α1, α2, · · · , αs 线性表出的充分必要

条件是 α1, α2, · · · , αs, β 线性相关。

证明 必要性（左推右，=⇒ 方向）：显然。
充分性（右推左，⇐=方向）：若 α1, α2, · · · , αs, β线性相关，则存在一组不全为 0的数 k1, k2, · · · , ks,

ks+1，使得

k1α1 + k2α2 + · · ·+ ksαs + ks+1β = 0.
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断言 ks+1 ̸= 0（否则，若 ks+1 = 0，则 k1, k2, · · · , ks 不全为 0，但 k1α1 + k2α2 + · · ·+ ksαs = 0，这

与 α1, α2, · · · , αs 线性无关矛盾）。于是

β = − k1
ks+1

α1 −
k2
ks+1

α2 − · · · − ks
ks+1

αs,

即 β 可由 α1, α2, · · · , αs 线性表出。 □

8. 证明：两个向量组等价的充分必要条件是：它们的秩相等且其中一个向量组可以由另一个向量
组线性表出。

证明 必要性（左推右，=⇒ 方向）：这由书上结论“等价的向量组具有相同的秩”立即得到。
充分性（右推左，⇐= 方向）：设向量组 S 与向量组 T 的秩相同（记为 r），且向量组 S 可由向

量组 T 线性表出。设 α1, · · · , αr 与 β1, · · · , βr 分别是向量组 S, T 的一个极大线性无关组，则容易知

道 α1, · · · , αr 可以由 β1, · · · , βr 线性表出，并且要证向量组 S, T 等价，只需证明 β1, · · · , βr 可以由
α1, · · · , αr 线性表出。

下证 β1, · · · , βr 可以由 α1, · · · , αr 线性表出。注意到对任意 j = 1, · · · , r，向量组 α1, · · · , αr, βj

可以由 β1, · · · , βr 线性表出，所以

rank{α1, · · · , αr, βj} ≤ rank{β1, · · · , βr} = r < r + 1,

这说明 α1, · · · , αr, βj 线性相关，再由第 7 题的结论知 βj 可以由 α1, · · · , αr 线性表出。 □

注 这道题体现了取极大线性无关组的想法。

学完矩阵之后，也可以用矩阵的办法证明后半部分：事实上，α1, · · · , αr 可以由 β1, · · · , βr 线性
表出等价于存在 r × r 矩阵 K = (kij)，使得

(α1 · · · αr) = (β1 · · · βr)K = (β1 · · · βr)


k11 · · · k1r
...

...
kr1 · · · krr

 ,

而由第 6 题的结论知矩阵 K 的行列式 detK ̸= 0，这说明 K 是可逆矩阵，因此

(β1 · · · βr) = (α1 · · · αr)K
−1,

即 β1, · · · , βr 可以由 α1, · · · , αr 线性表出。

9. 证明：设向量组 β1, · · · , βm线性无关且可由向量组 α1, · · · , αn线性表出，则存在 αk(1 ≤ k ≤ n)

使得 αk, β2, · · · , βm 线性无关。

证明 反证法。若对任意的 k(1 ≤ k ≤ n)，αk, β2, · · · , βm 线性相关，则由于 β2, · · · , βm 线性无关，
因此 α1, · · · , αn 可被 β2, · · · , βm 线性表出，于是

rank{α1, · · · , αn} ≤ rank{β2, · · · , βm} = m− 1.

但由条件知 β1, · · · , βm 可由 α1, · · · , αn 线性表出，于是

m = rank{β1, · · · , βm} ≤ rank{α1, · · · , αn},

这推出 m ≤ m− 1，矛盾。 □
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10. 设 α1, α2, · · · , αm 是一组线性无关的向量，若向量组 β1, β2, · · · , βk 可用 α1, α2, · · · , αm 线性

表出如下： 

β1 = a11α1 + a12α2 + · · ·+ a1mαm

β2 = a21α1 + a22α2 + · · ·+ a2mαm

· · ·

βk = ak1α1 + ak2α2 + · · ·+ akmαm

记系数矩阵为 A = (aij)k×m。证明：向量组 β1, β2, · · · , βk 的秩等于 rankA。

证明 记 rankA = r，A 的行向量组为 γ1, · · · , γk，其中 γj = (aj1 · · · ajm)(j = 1, · · · , k) 为第 j

行的行向量。不失一般性，可设 A 的前 r 个行向量线性无关，而当 r + 1 ≤ j ≤ n 时，

γj = cj1γ1 + · · ·+ cjrγr.

• 一方面，注意到当 r + 1 ≤ j ≤ k 时，直接验证得 βj = cj1β1 + · · · + cjrβr，即 βj+1, · · · , βk 可
由 β1, · · · , βr 线性表出，因此

rank{β1, · · · , βk} ≤ rank{β1, · · · , βr} ≤ r.

• 另一方面，可以证明 β1, · · · , βr 线性无关。事实上，若 l1β1 + · · ·+ lrβr = 0，则

l1(a11α1 + · · ·+ a1mαm) + · · ·+ lr(ar1α1 + · · ·+ armαm) = 0.

进一步整理为

(l1a11 + · · ·+ lrar1)α1 + · · ·+ (l1a1m + · · ·+ lrarm)αm = 0.

而 α1, · · · , αm 线性无关，因此 
a11l1 + · · ·+ ar1lr = 0

· · ·

a1ml1 + · · ·+ armlr = 0

而这个齐次线性方程组的系数矩阵的秩为 r，等于未知量个数，因此这个齐次线性方程组只有零

解，即由 l1β1 + · · ·+ lrβr = 0 可以推出 l1 = · · · = lr = 0，因此 β1, · · · , βr 线性无关。于是

rank{β1, · · · , βk} ≥ rank{β1, · · · , βr} = r.

综上所述，rank{β1, · · · , βk} = r = rankA。 □

注 1 用矩阵乘法的语言可以把后半部分的证明改写为：若 l1β1 + · · ·+ lrβr = 0，则

(β1 · · · βr)


l1
...
lr

 = 0 =⇒ (α1 · · · αm)


a11 · · · ar1
...

...
a1m · · · arm



l1
...
lr

 = 0

=⇒


a11 · · · ar1
...

...
a1m · · · arm



l1
...
lr

 = 0.

进而推出 l1 = · · · = lr = 0。
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注 2 用矩阵的观点来看：设 α1, · · · , αm, β1, · · · , βk 是 Kn 中的向量。将 α1, · · · , αm 拼成 n×m

矩阵 B，将 β1, · · · , βk 拼成 n× k 矩阵，将系数矩阵 A = (aij)k×m 的转置（是 m× k 矩阵）记为 C，

则此题可以改写成如下关于矩阵的结论：对 n×m 矩阵 B 和 m× k 矩阵 C，若 B 是列满秩矩阵，则

rankBC = rankC.

注 3 用线性映射的观点来看：记 U = span⟨α1, · · · , αm⟩, V = span⟨β1, · · · , βk⟩。取 Kk 的一组基

γ1, · · · , γk。定义线性映射：f : Kk → U, f(γj) = βj(j = 1, · · · , k)，则成立矩阵的等式

f · (γ1 · · · γk) = (β1 · · · βk) = (α1 · · · αm)


a11 · · · ak1
...

...
a1m · · · akm

 ,

即矩阵 C = AT 是线性映射 f 在 Kk 的基 γ1, · · · , γk 以及 U 的基 α1, · · · , αm 下的矩阵，并且任何线

性映射在（两组）基下都有如上的矩阵表示。又注意到 V 是这个线性映射的像空间 (image)，通常记
为 im f，因此本题结论说明

dim im f = rankC,

即任何线性映射的像空间的维数都等于其在（两组）基下的矩阵的秩。

11. 证明：对矩阵 A，若 rankA = r，则其任意 r 个线性无关行与 r 个线性无关列交叉处元素形

成的子式一定非 0。再问：如果将条件换成“rankA > r”，结论还成立吗？

证明 不妨设 A 的前 r 行以及前 r 列线性无关（为什么？）。于是 A 可记为

A =

(
A1 A2

A3 A4

)
.

其中 A1 是 r× r 矩阵。因为 rankA = r，而 A 的前 r 列线性无关，因此它们是 A 的列向量组的一个

极大线性无关组。于是

(
A2

A4

)
的列向量组可由

(
A1

A3

)
的列向量组线性表出。这说明 A2 的列向量组

可由 A1 的列向量组线性表出。再由 (A1 A2) 的行向量组线性无关，所以

rankA1 = rank(A1 A2) = r,

因此 |A1| ̸= 0。

当 rankA > r 时，结论不一定成立，例如，考虑矩阵(
0 1

1 0

)

的第一行和第一列。 □

12. 设有两个线性方程组：

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2

· · ·

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm

(1)
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