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2024 年 11 月 17 日

1 矩阵的初等变换与线性方程组

1. 矩阵与线性方程组之间有着妙不可言的联系. 解一个线性方程组可以转化成去解方程

AX = β

其中 A 代表系数矩阵，X 是未知元向量，β 代表常数项列向量.

2. 对 m× n 矩阵，以下三种运算称为行初等变换.

(a) 交换两行位置.

(b) 某一行乘以非零数 λ.

(c) 某一行乘以 λ 倍加到另一行上.

类似地有列初等变换. 这两类初等变换统称为初等变换.

定义 1.1. 由单位矩阵 In出发经过一次初等变换得到的 n阶方阵被称为初等方阵.用 Pn
ij , P

n
i (λ), P

n(i, λ, j)

表示.

定理 1.1. 设 A ∈ Mm×n(F), 则
Pm
ij A,P

m
i (A), Pm(i, λ, j)A

分别是 A 经过一次行初等变换得到的矩阵.

类似地右乘可以得到列初等变换得到的初等矩阵.

注 1.1. 初等变换对分块矩阵有类似结果成立，只需把初等矩阵中的元素 1 换为对应阶数的 λ·Im

定义 1.2. 若矩阵 A 经过有限次行初等变换 变为矩阵 B，则称 A行等价于B. 类似可以定义列等价.

如果矩阵 A 经过有限次行/列初等变换 可以变为 B，则称 A等价 或相抵 于 B.

定理 1.2. 上述 Mm×n(F) 上的关系均为等价关系.

3. 一定可以用初等变换，把任何一个矩阵 A 变成

(
Ir O

O O

)
的形状，这种形状被称为 A 的等价标准形，

把其中 Ir 的阶数定义为矩阵 A 的秩.

4. 设 A 为 n 阶方阵且 |A| = 0. 考察非齐次线性方程组 AX = β, 其中 β 是 n 维向量. 记 Dj 是将 |A|
中第 j 列替换为 β 后得到的行列式，且 D1, D2, · · · , Dn 中至少有一个不等于 0，证明该方程组无解.
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2 向量组的线性相关性与矩阵的秩

线性相关与线性无关是线性代数中最核心的定义.可以说，其他一切概念与命题都是围绕此展开的.涉
及线性相关/无关的证明问题，往往直接从定义出发.

1. 设向量组 α1, α2, · · · , αn 线性无关，且

β1 = a11α1 + a12α2 + · · ·+ a1nαn

β2 = a21α1 + a22α2 + · · ·+ a2nαn

· · ·

βn = an1α1 + an2α2 + · · ·+ annαn

证明：向量组 β1, · · · , βn 线性无关的充分必要条件是∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a21 · · · an1

a12 a22 · · · an2
...

...
...

a1n a2n · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
̸= 0

注 2.1. 题中条件也等价于如下矩阵等式：

(β1, · · · , βn) = (α1, · · · , αn)


a11 · · · an1
...

...
a1n ann


2. 证明：两个向量组等价的充分必要条件是：它们的秩相等且其中一个向量组可以由另一个向量组线
性表出.

3. 设 α1, α2, · · · , αm 是一组线性无关的向量，若向量组 β1, · · · , βk 可用 α1, α2, · · · , αm 表出如下：

β1 = a11α1 + a12α2 + · · ·+ a1mαm

β2 = a21α1 + a22α2 + · · ·+ a2mαm

· · ·

βn = an1α1 + an2α2 + · · ·+ anmαm

记系数矩阵为 A = (aij)k×m. 证明：向量组 β1, · · · , βk 的秩等于 rank A.

注 2.2. 从矩阵的观点看，它表明如果 B 列满秩，那么

rank BC = rank C

从线性映射的观点看，它表明任何线性映射的像空间的维数都等于其在（两组）基下的矩阵的秩.

4. 证明：对 n阶矩阵A及向量 α,若存在正整数 k使得Akα = 0但Ak−1α ̸= 0,则向量组 α,Aα, · · · , Ak−1α

线性无关.

5. 求证：r

[
A O

O B

]
= r(A) + r(B).
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6. 设 A 是 n 阶矩阵，求证：r(A) + r(In +A) ≥ n.

7. (利用线性方程组的解空间维数公式讨论矩阵的秩)设 A是m×n阶实矩阵，求证：r(A′A) = r(AA′) =

r(A).

8. (Frobenius 不等式) 设 Am×n, Bn×t, Ct×s，则

r(ABC) ≥ r(AB) + r(BC)− r(B)

9. (Sylvester 不等式) 设 Am×n, Cn×s，则

r(AB) ≥ r(A) + r(C)− n

10. 如果 n 阶方阵 A = (aij) 适合条件：

|aij | >
n∑

j=1,j ̸=i

|aij |, i = 1, 2, · · · , n

则称 A 为严格对角占优阵. 求证：严格对角占优阵必为满秩阵. 若上述条件改为

aij >
n∑

j=1,j ̸=i

|aij |, i = 1, 2, · · · , n

求证：|A| > 0


