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December 17, 2024

本测试有四不写

• 没学高数和线代者不写, 因为它难. 还没学就写指定这辈子都不想学高数和线代了.

• 高数线代没学完者不写, 因为它多. 没学完就写都不知道知识点在哪.

• 高数线代学完者不写, 因为它长. 都学完了还写他干嘛该干嘛干嘛去.

• 玩原神者不写, 不因为啥. 毕竟都玩原神了, 不能要求太高.

1 第一题

本题是为了解决一类 Taylor 展开式的计算问题, 进而求一些特别的极限.

1.1 第一小问

已知无穷次可微函数 f(x) 的带 Peano 余项的 Taylor 展开式为

f(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n + o(xn),

可以用以下方法求函数 g(x) = ef(x) 的 Taylor 展开式. 注意到 g′(x) = g(x)f ′(x), 对等式两侧同
时求 n 次导数, 并对等式右侧使用 Leibniz 公式. 设 bn 是 g(x) 的 Taylor 展开式中的 xn 项系数,
证明:

bn =
n−1∑
i=0

n− i

n
bian−i.

1.2 第二小问

使用第一小问中的公式, 计算函数 f(x) = (1 + x)1/x 的 Taylor 展开式的前二项, 并求极限:

lim
x→0

(1 + x)1/x − e − e
2
x

x2
.

2 第二题

本题是计算算术-几何平均值. 对于 a, b > 0, 记 A(a, b) =
a+ b

2
为 a, b 的算术平均值,

G(a, b) =
√
ab 为 a, b 的几何平均值. 由基本不等式知 A(a, b) ≥ G(a, b), 等号成立当且仅当

a, b. 下面用这两种均值构造一种新的平均值.
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设 0 < a0 ≤ b0. 由以下的递推公式定义数列 {an}, {bn}:an+1 = G(an, bn),

bn+1 = A(an, bn), n ∈ N.

2.1 第一小问

显然 {an} 是单调递增数列, 而 {bn} 是单调递减数列. 证明: limn→∞ bn − an = 0. 从而说明
{an} 和 {bn} 收敛于同一值. 这个值就称为 a0, b0 的算术-几何平均值, 记为 AG(a, b).

2.2 第二小问

Gauss 给出了用一类积分来计算算术-几何平均值的方法. 设 I(a, b), a ≤ b 是如下定义的积分

I(a, b) =

∫ π/2

0

dϕ√
a2 sin2 ϕ+ b2 cos2 ϕ

.

为计算这个积分. 进行换元:
sinϕ =

2b sin θ

(a+ b) + (b− a) sin2 θ
.

证明:
dϕ√

a2 sin2 ϕ+ b2 cos2 ϕ
=

dθ√
ab sin2 θ +

(
a+ b

2

)2

cos2 θ

,

并用 I(a0, b0) 表示 AG(a0, b0).

2.3 第三小问

虽然第二小问中的 I(a, b) 没有具体的解析式. 但是这种积分经常出现在许多计算当中. 例如
下图所示, 两个无限长的 1/4 圆柱轴线垂直相交于原点, 半径分别为 R 和 r, 求它们相交部分的体
积, 结果用 AG 来表示.

Figure 1: 第二题第三小问图
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3 第三题

本题是通过几何方式证明一个秩不等式, 并指出秩不等式的取等条件.
记 A,B 为 m× n 阶矩阵, 考虑秩不等式

Rank(A+B) ≤ Rank(A) + Rank(B).

设 V,W 分别是 n,m 维向量空间, 下面也用 A,B, 以及 A + B 代表这些矩阵对应的 V 到 W 的

线性映射. 用核空间维数代替秩, 原不等式等价于

dim ker(A+B) ≥ dim ker(A) + dim ker(B)− n.

注意到, 任取 v ∈ ker(A) ∩ ker(B), 有 Av = Bv = 0. 从而 (A+ B)v = 0, 即 v ∈ ker(A+ B). 于
是 ker(A) ∩ ker(B) ⊆ ker(A+B), 故有

dim ker(A+B) ≥ dim ker(A) ∩ ker(B)

= dim ker(A) + dim ker(B)− dim (ker(A) + ker(B))

≥ dim ker(A) + dim ker(B)− n.

容易发现等号成立当且仅当 ker(A+B) = ker(A) ∩ ker(B) 以及 ker(A) + ker(B) = V .
于是可以如下选取 V 的一组基: 先选定 v1, v2, . . . , vs 为 ker(A) ∩ ker(B) 的一组基, 先将其

扩充为 ker(A) 一组基 v1, . . . , vs, u1, . . . , ur, 再将其扩充为 ker(B) 的一组基 v1, . . . , vs, w1, . . . , wt.
此时有 r + s+ t = n. 接下来选定 W 的一组基.

3.1 第一小问

首先需证明: A限制在 w1, . . . , wt 上是一个可逆映射,因此可以选取 t个m维向量 x1, . . . , xt,
使得 A 在这两组基下的矩阵为 Et. 同理可以选取 r 个 m 维向量 y1, . . . , yr, 使得 B 在 {ui}, {yi}
这两组基下的矩阵为 Er.

3.2 第二小问

使用条件 ker(A+B) = ker(A)∩ker(B),证明: 第一小问中选取的 x1, . . . , xt, y1 . . . , yr 是线性

无关的. 从而可以添加 z1, . . . , zm−r−t, 扩充成为 W 维向量空间的一组基. 于是在基 {ui, vj , wk}
和 {yi, zj , xk} 下, A,B 的矩阵分别为 [

O O

O Et

]
,

[
Er O

O O

]
.

从而秩不等式成立的充要条件为: 存在 m 阶和 n 阶非奇异矩阵 P,Q, 使得

PAQ =

[
O O

O Et

]
, PBQ =

[
Er O

O O

]
,

并且 r + s ≤ min{m,n}.
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4 第四题

本题证明一个关于迹零矩阵的重要事实, 其在李代数的研究中格外重要. 记 n × n 阶实矩阵

空间为 M , 定义 M 上的迹函数为

Tr(A) =
n∑

i=1

aii, A = (aij) ∈ M.

因 Tr 是线性的, 故使得 Tr(A) = 0 的矩阵 A 构成一个线性空间, 记为 S. 下面对 S 进行刻画.

4.1 第一小问

设 A,B ∈ M , 证明 Tr(AB) = Tr(BA). 从而任意形如 C = AB − BA 的矩阵 C 都在 S 中.
特别地, 设 L 是这些矩阵张成的子空间, 即

L =

{
k∑

i=1

λkCk

∣∣∣∣∣λi ∈ R, Ci = AiBi −BiAi, 1 ≤ i ≤ k

}
是 S 的一个子空间.

4.2 第二小问

下面求出 L 的一组基. 设 Eij 是第 (i, j) 位置为 1, 其余位置为 0 的 n 阶方阵. 于是任取
C = AB −BA,A = (aij), B = (bij) ∈ M , 有

C =

(
n∑

i,j=1

aijEij

)(
n∑

k,l=1

bklEkl

)
−

(
n∑

i,j=1

bijEij

)(
n∑

k,l=1

aklEkl

)

=
n∑

i,l=1

(
n∑

j=1

aijbjl

)
Eil −

n∑
i,l=1

(
n∑

j=1

bijajl

)
Eil

此处注意到, 如果 A,B 是对称矩阵, 那么有

C =
n∑

i,l=1

(
n∑

j=1

aijbjl

)
Eil −

n∑
i,l=1

(
n∑

j=1

aljbji

)
Eil =

n∑
i,l=1

(
n∑

j=1

aijbjl

)
(Eil − Eli).

从而 C 是 Eil − Eli, 1 ≤ i < l ≤ n 的线性组合. 注意到任意矩阵都能写成一个对称阵和一个反对
称阵之和, 据此证明:

{Eil − Elj , Eil + Elj |1 ≤ i < l ≤ n}

是 L 的一组基. 容易发现这也是 S 的一组基, 从而有 S = L. 于是方阵 C 迹为零当且仅当存在方

阵 A,B, 使得
C = AB −BA.

5 第五题

本题是研究质点在平面和空间中的运动问题. 因此本题中的符号依照物理学的习惯. 假设质
点在平面内运动, 其在 t 时刻的位置向量为 r(t) = (x(t), y(t)), 位置向量和 x 正半轴的夹角为

θ(t). 于是质点在 t 时刻的速度可以表示为

v(t) = ṙ(t) = (ẋ(t), ẏ(t)).
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这里在函数上方加一点表示其对 t 的导数, 之后加两点表示对 t 的二阶导数, 依此类推. 质点的加
速度即为

a(t) = r̈(t) = (ẍ(t), ÿ(t)).

质点在 [0, t] 时间内走过的弧长 s(t) 为

s(t) =

∫ t

0

|v(T )|dT =

∫ t

0

√
ẋ(T )

2
+ ẏ(T )

2dT.

5.1 第一小问

考虑质点的切向加速度. 即加速度 a 在垂直于速度 v 的方向的投影, 即为

an = a−
(
a · v
|v|2

)
v.

证明:
|an(t)| = |v(t)|2ρ(t),

这里 ρ(t) =
dθ
ds =

θ̇

ṡ
为质点的运动轨迹在点 (x(t), y(t)) 处的曲率. 这个等式表明, 质点在时刻 t

的瞬时运动即为在曲率圆上作变速圆周运动.

5.2 第二小问

使用第一小问的结论解决物理问题. 如图质点位于原点处, 有形状为 y = cosx − 1 的光滑轨

道. 现予质点一向右的初速度 v0, 使质点向前滑行. 为使质点始终不脱离轨道, 求 v0 应该满足的

条件.

Figure 2: 第五题第二小问图
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5.3 第三小问

现在考虑质点在空间中的运动. 试证明第一小问的结论对于空间中的运动仍然成立. 现有一
垂直于地面的光滑椭圆柱内侧面, 其关于 u, v ∈ R 的参数方程为

(x, y, z) = (a sinu, b cosu, v), a, b > 0.

一质量为 m 的质点位于 (a, 0, h) 点处. 现予质点一垂直于椭圆柱面的初速度 v0, 使质点在重力的
作用下沿椭圆柱面做螺旋线运动. 求质点运动轨迹 r(t) 和椭圆柱面受到的压力 F (t).

Figure 3: 第五题第三小问图

6 第六题

本题是求解一类矩阵的特征值, 并尝试着给出它的几何意义. 本题表明寻找矩阵的几何意义
有时给予我们额外的注意力.
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6.1 第一小问

记 V 是 n 维实线性空间, 定义 W 是由如下的集合生成的线性空间.

W =





u1v1

u1v2
...

u1vn
...

unv1
...

unvn


=


u1v

u2v
...

unv

 ∈ Rn2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

u =


u1

u2

...
un

 , v =


v1

v2
...
vn

 ∈ V



.

将集合 W 中的向量记为 u⊗ w, 将由 W 生成的子空间记为 V ⊗ V . 证明 V ⊗ V ∼= Rn2 .

6.2 第二小问

由第一问的结论, Rn2

中的向量可以写成若干个 ui ⊗ vi 的线性组合的形式. 设 A 是 V 上的

线性变换, 定义 V ⊗ V 上的线性变换 T (A) 为

T (A)

(
m∑
i=1

ui ⊗ vi

)
=

m∑
i=1

(Avi)⊗ ui,

这里 ui, vi ∈ V, 1 ≤ i ≤ m. 给定一组基 {eij = ei ⊗ ej}1≤i,j≤n, 写出这组基下 T (A) 的矩阵.

6.3 第三小问

为求 T (A) 的特征值, 先计算两个例子. 当 n = 2 时, 设 A =

(
a b

c d

)
, 此时在第二小问中取

好的基下,T (A) 的矩阵为

T (A) =


a c

b d

a c

b d

 .

证明: T (A) 的特征值为 λ1, λ2,
√
λ1λ2,−

√
λ1λ2. 这里 λ1, λ2 是 A 的特征值.

又设 A = diag(a1, a2, . . . , an) 是对角矩阵, 此时 T (A) 的矩阵为

T (A) =


a1E11 a2E21 · · · anEn1

a1E12 a2E22 · · · anEn2

...
... . . . ...

a1E1n a2E2n · · · anEnn

 = (aiEij) ,

这里依惯例 Eij , 1 ≤ i, j ≤ n 代表第 (i, j) 位置为 1, 其余位置全为 0 的 n 阶方阵. 利用 Laplace
展开式分别对 1 ∼ n 行, n ∼ 2n 行, 直至 (n− 1)n ∼ n2 行展开, 计算其特征值.
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6.4 第四小问

根据第三小问的结论猜测 T (A) 的特征值. 如果没有这个几何模型, 直接通过矩阵计算求
T (A) 的特征值, 是不容易想到的. 但是这个几何模型给了我们很好的思路. 首先容易注意到: 若
v ∈ V 是 A 的属于特征值 λ 的特征向量, 那么有

T (A)(v ⊗ v) = (Av)⊗ v = (λv)⊗ v = λ(v ⊗ v).

从而 T (A) 一定有属于 A 的特征值. 类似地, 若 v, w ∈ V 分别为 A 的属于特征值 λ, µ 的特征向

量, 那么 v ⊗ w 不是 T (A) 的特征向量, 而是 T (A)2 的特征向量:

T (A)2(v ⊗ w) = T (A)((Aw)⊗ v) = (Av)⊗ (Aw) = λµ(v ⊗ w).

于是我们对半单矩阵 A(即 A 有 n 个线性无关的特征向量), 进行证明. 首先证明: T (A)2 也为半

单矩阵, 从而 T (A)2 的特征值为

λ2
i , 1 ≤ i ≤ n,

以及

λiλj , 1 ≤ i < j ≤ n,

这里 λi 是 A 的特征值, 1 ≤ i ≤ n. 再计算 T (A) 的特征值. 对非半单的矩阵, 注意到半单矩阵在
n2 阶矩阵空间中是稠密的, 而行列式函数是连续函数, 从而上述结论适用于全体矩阵.

7 第七题

本题是利用 Abel 求和方法计算两个极限. 本题表明无穷积分的计算的某些方法有时候对无
穷级数的计算也有效果. Abel 求和法也称分部求和法, 意味着它和积分运算中的分部积分法有相
似之处. 设 {an}, {bn} 是两数列, Bn =

∑n
i=1 bi 是 {bn} 的前 n 项和, Sn =

∑n
i=1 aibi. 那么有

S =
n∑

i=1

aibi =
n∑

i=1

ai(Bi −Bi−1) = Bnan −
n−1∑
i=1

Bi(ai+1 − ai).

7.1 第一小问

考虑 f(x) = sinx. 其在 (1,+∞) 上的无穷积分是不存在的. 但是可以使用特殊的方法使其收
敛. 考虑积分

I(s) =

∫ +∞

1

sinx

xs
dx.

这个积分在 s > 0 时是收敛的. 因此可以考虑极限 lims→0+ I(s). 考虑另一积分

J(s) =

∫ +∞

1

(1− s)x sinxdx.

这个积分在 s > 0 时同样是收敛的, 也可以考虑极限 lims→0+ J(s). 下面试求这两种积分的值.

J(s) = lim
N→+∞

∫ N

1

(1− s)x sinxdx = lim
N→+∞

∫ N

1

(1− s)xd(− cosx)

= cos 1(1− s)− lim
N→+∞

(
cosN(1− s)N +

∫ N

1

cosxd(1− s)x
)

= cos 1 + log(1− s)

(
lim

N→+∞

∫ N

1

(1− s)x cosxdx
)
.
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证明: 无穷积分 ∫ +∞

1

(1− s)x cosxdx

收敛, 由此说明 lims→0+ J(s) = cos 1.

7.2 第二小问

使用和第一小问同样的方法, 证明在 s > 0 时, 无穷积分∫ +∞

1

sinx

xs
dx,
∫ +∞

1

cosx
xs

dx

收敛, 并且 lims→0+ I(s) = lims→0+ J(s) = cos 1.

7.3 第三小问

对应地, 现在考虑数列 an =
∑n

k=1 sin k. 显然 an 也不收敛. 同样可以使用特殊方法使其收
敛. 考虑数列

In(s) =
n∑

k=1

sin k

ks

和

Jn(s) =
n∑

k=1

(1− s)k−1 sin k.

它们在 s > 0 时同样是收敛的. 因此想到猜测

lim
s→0+

lim
n→+∞

In(s) = lim
s→0+

lim
n→+∞

Jn(s).

但直接计算这两个数列是困难的, 特别是 In(s), 它无法使用初等解析式表达出来. 但是前两小问
的计算给了我们启发: 尽管前两小问的计算中并没有求出被积函数的原函数, 但是还是使用了分
部积分法完成了计算. 因此此时应该对应地使用 Abel 求和法. 这需要一点准备工作.
首先使用欧拉公式

eix = cosx+ i sinx,

这里 x ∈ R, i 是虚数单位, 将 sinn 写成两个等比数列之和, 从而进行求和. 证明正弦等差数列求
和公式:

n∑
k=0

sin kx =

cos x
2
− cos

(
n+

1

2

)
x

2 sin x

2

.

7.4 第四小问

以 In(s) 为例, 使用 Abel 求和法进行计算:

lim
n→+∞

In(s) = lim
n→+∞

n∑
k=1

sin k

ks

= lim
n→+∞

(
n∑

k=1

sin k

)
ns

−
n−1∑
l=1

(
l∑

k=1

sin k

)(
1

(l + 1)s
− 1

ls

)
.
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代入第三小问中的公式, 得

lim
n→+∞

In(s) = lim
n→+∞

n−1∑
l=1

cos 1
2
− cos

(
l +

1

2

)
2 sin 1

2

( 1

ls
− 1

(l + 1)s

)

= lim
n→+∞

1

2
cot 1

2

(
1− 1

ns

)
− 1

2
csc 1

2

n−1∑
l=1

cos
(
l +

1

2

)
ls

−
n∑

l=2

cos
(
l − 1

2

)
ls

 .

使用和差化积公式 cos
(
l +

1

2

)
− cos

(
l − 1

2

)
= −2 sin 1

2
sin l, 上式等于

lim
n→+∞

In(s) =
1

2
cot 1

2
+

1

2
csc 1

2
lim

n→+∞

−2 sin 1

2

n∑
l=1

sin l

ls
−

cos
(
n+

1

2

)
ns

+ cos 1
2


= cot 1

2
− lim

n→+∞
In(s).

从而得

lim
s→0+

lim
n→+∞

In(s) =
1

2
cot 1

2
.

模仿上述计算, 求证
lim
s→0+

lim
n→+∞

Jn(s) = lim
s→0+

lim
n→+∞

In(s) =
1

2
cot 1

2
.

8 第八题

本题对一个常见的矩阵方程的解进行分析. 设 A 是 n 阶方阵, 常常考虑与 A 可交换的方阵,
即矩阵方程

AX −XA = 0

的解. 注意到这是一个线性方程, 因此所有与 A 可交换的方阵构成的线性空间就是这个方程的解

空间. 现研究这个解空间.

8.1 第一小问

下面定义两种运算. 矩阵的拉直映射 L 是 s × t 阶矩阵空间到 st 维列向量空间的线性映射,
定义如下

L(A) = (a11, a12, . . . , a1t, a21, . . . , a2t, . . . , as1, . . . , ast)
T , A = (aij).

对于 p× q 阶矩阵 A 和 s× t 阶矩阵 B, 定义它们的 Kronecker 积为

A⊗B =


a11B a12B · · · a1qB

a21B a22B · · · a2qB
...

... . . . ...
ap1B ap2B · · · apqB

 .
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A⊗B 是一个 ps× qt 阶矩阵. 证明: 对 r × s 阶矩阵 A 和 s× t 阶矩阵 B, 有

L(AB) = (A⊗ Et)L(B) =
(
Es ⊗BT

)
L(A),

这里 Es, Et 分别是 s, t 阶单位阵.

8.2 第二小问

对方程 AX −XA = 0 两边同时进行拉直, 就有

L(AX)− L(XA) = (A⊗ E)L(X)−
(
E ⊗AT

)
L(X) =

(
A⊗ E − E ⊗AT

)
L(X) = 0.

于是矩阵方程 AX −XA = 0 的解空间维数就等于 n2 − Rank
(
A⊗ E − E ⊗AT

)
. 下面尝试用 A

的性质来计算 Rank
(
A⊗ E − E ⊗AT

)
. 用分块矩阵的性质说明:

(A⊗B)(C ⊗D) = (AC)⊗ (BD),

这里 A,B,C,D 分别是 p× q, s× t, q × r, t× u 阶矩阵.

8.3 第三小问

现在可以对 A⊗E −E ⊗AT 进行相似上三角化. 设 P,Q 是可逆矩阵, 分别将 A,AT 上三角

化:

P−1AP =


λ1 ∗ · · · ∗

λ2 · · · ∗
. . . ...

λn

 , Q−1ATQ =


λ1 ∗ · · · ∗

λ2 · · · ∗
. . . ...

λn

 .

记这两个上三角矩阵分别为 Λ,Ξ, 那么有

(P−1 ⊗Q−1)
(
A⊗ E − E ⊗AT

)
(P ⊗Q) = Λ⊗ E − E ⊗ Ξ.

证明: Λ⊗E −E ⊗Ξ 也是上三角矩阵, 且对角元就是 λi − λj , 1 ≤ i, j ≤ n. 记 D(A) 是 A 两两相

同的特征值的组数, 那么有估计

Rank
(
A⊗ E − E ⊗AT

)
≥ n2 −D(A).

也即矩阵方程 AX −XB 的解空间维数大于等于 D(A).

8.4 第四小问

证明: 第三小问的估计对半单矩阵是精准的, 即当 A 为半单矩阵的时上述不等式取等号. 但
是对非半单的矩阵估的估计不精准. 令

A =



0 1

0 1

0
. . .
. . . 1

0


,
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并选取相应的可逆矩阵 P,Q, 使得 Λ = Ξ = A. 使用第三小问的不等式估计, 得

Rank(A⊗ E − E ⊗A) ≥ 0.

计算 Rank(A⊗ E − E ⊗A) 的真实值, 从而说明上述的估计是不准确的.

8.5 第五小问

用类似的方法可以得到一个经典结论: Sylvester 矩阵方程

AX −XB = C

存在唯一解的充要条件是 A,B 没有相同特征值. 试证明之.

9 第九题

本题是计算一个极限, 并运用类似的计算方法证明 Riemann-Lebesgue 引理的一个简单情况.

9.1 第一小问

记函数

Φ(x) =

∫ x

0

sin 1

t
dt.

这个瑕积分是绝对收敛的,并且 Φ(0) = 0. 下面叙述一种方法证明 Φ(x)在 x = 0处可微. 因 Φ(x)

是奇函数, 因此只需证明 Φ(x) 在 x = 0 处右导数存在. 这等价于证明极限

lim
x→0+

1

x

∫ x

0

sin 1

t
dt = lim

x→0+

1

x

∫ 1/x

+∞
sinud 1

u
= lim

x→+∞
x

∫ +∞

x

sinu

u2
du

存在. 将上式中的积分记作 I. 现将无穷积分拆分为在区间 [x+ kπ, x+ (k+ 1)π], k ∈ N 上区间积
分的无穷和, 即

I =
+∞∑
k=0

∫ x+(k+1)π

x+kπ

sinu

u2
du =

+∞∑
k=0

∫ x+π

x

sin (u+ kπ)

(u+ kπ)2
du.

因为 I 是绝对可积的, 因此上述拆分是合理的. 用诱导公式, 得

I =
+∞∑
k=0

∫ x+π

x

sinu
(−1)k

(u+ kπ)2
du = lim

N→+∞

∫ x+π

x

sinu

(
N∑

k=0

(−1)k

(u+ kπ)2

)
du.

证明: 对 k ∈ N, u ∈ R, 有

1

(u+ kπ)2
− 1

(u+ (k + 1)π)
2 ≤ 2π

(u+ kπ)2
.

由此说明

|I| ≤ lim
N→+∞

∫ x+π

x

| sinu|

∣∣∣∣∣
N∑

k=0

(−1)k

(u+ kπ)2

∣∣∣∣∣ du ≤ lim
N→+∞

∫ x+π

x

[N/2]∑
k=0

2π

(u+ 2kπ)3
du ≤ π

x2
.

从而得证可微性, 并且 Φ′(0) = 0.
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9.2 第二小问

上面处理的积分可以做如下变形:

x

∫ +∞

x

sinu

u2
du = x

∫ +∞

1

sinux

(ux)2
d(ux) =

∫ +∞

1

1

u2
sin (xu)du.

于是我们可以考虑更一般的情形. 设 f(x) 在 (a,+∞) 上绝对可积, 则有

lim
α→+∞

∫ +∞

a

f(x) sin(αx)dx = 0.

不妨先考虑有限区间上的情形, 设 f(x) 在 [a, b] 上是可积的, 那么∫ b

a

f(x) sin (αx)dx =
N∑
i=0

∫ a+(i+1)π/α

a+iπ/α

f(x) sin(αx)dx−
∫ a+(N+1)π/α

b

f(x) sin(αx)dx.

这里 N = [α(b− a)/π]. 于是∣∣∣∣∣
∫ b

a

f(x) sin (αx)dx
∣∣∣∣∣ ≤

∣∣∣∣∣
N∑
i=0

∫ a+(i+1)π/α

a+iπ/α

f(x) sin(αx)dx
∣∣∣∣∣+ πG

α
.

这里 G 是 |f(x)| 在 [a, b] 上的上界 (因为 f(x) 是可积的, 因而有界). 上式中的第一项有∣∣∣∣∣
N∑
i=0

∫ a+(i+1)π/α

a+iπ/α

f(x) sin(αx)dx
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫ a+π/α

a

sin(αx)
N∑
i=1

(
(−1)if

(
x+

iπ

α

))∣∣∣∣∣ dx
≤
∫ a+π/α

a

| sin(αx)|
∣∣∣∣∣

N∑
i=1

(
(−1)if

(
x+

iπ

α

))∣∣∣∣∣ dx
≤ π

α

[N/2]∑
i=1

ω2i +G

 .

这里

ωi = sup
{
f(x)

∣∣∣∣a+
iπ

α
≤ x ≤ a+

(i+ 1)π

α

}
− inf

{
f(x)

∣∣∣∣a+
iπ

α
≤ x ≤ a+

(i+ 1)π

α

}
,

是 f(x) 的振幅. 使用 f(x) 的可积性证明:
[N/2]∑
i=1

ω2i 有与 α 无关的上界, 从而上式极限为 0. 这就

是 (Riemann 可积情形的)Riemann-Lebesgue 引理

9.3 第三小问

下面证明无穷积分的 Riemann-Lebesgue 引理. 由 f(x) 绝对可积, 知对任意 ϵ > 0, 存在
X > 0, 使得 ∣∣∣∣∫ +∞

a

f(x) sin(αx)dx
∣∣∣∣ ≤ ∫ +∞

A

|f(x)|dx <
ϵ

2
.

用有限区间的 Riemann-Lesbegue 引理完成证明.
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