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1 幂级数求和

收敛区域

题目 1.1. 求幂级数的收敛区域：

(1)
∞∑

n=0

xn2

2n
(2)

∞∑
n=0

xn

an + bn
(a > 0, b > 0)

和函数

题目 1.2. 求和函数：

(1)
∞∑

n=2

(n− 1)2

n+ 1
xn (2)

∞∑
n=1

(−1)n−1

n(n+ 1)

(
2 + x

2− x

)2n

级数的和

题目 1.3. 证明级数收敛并求其和：
∞∑

n=1

2n+ 1

(n2 + 2)(n2 + 2n+ 3)

题目 1.4. 求级数的和：

(1)
∞∑

n=1

(−1)n−1

(2n− 1)(2n+ 1)
(2)

∞∑
n=1

n(n+ 1)

2n
(3)

∞∑
n=1

n2

n!

题目 1.5. 求无穷乘积：
∞∏

n=1

(2n)
1
3n

2 幂级数展开

题目 2.1. 求下列函数在 x = 0 处的幂级数展开式：

x

(1− x)(1− x2)
, ln(1 + x

1− x
),

1

(1− x)2
,

1

(1− x)3

1
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3 一般级数的敛散性 2

题目 2.2. 应用 ex − 1

x
在 x = 0 的幂级数展开，证明：

∞∑
n=1

n

(n+ 1)!
= 1

题目 2.3. 利用函数的幂级数展开式求不定式极限：

lim
x→∞

[
x− x2 ln

(
1 +

1

x

)]
题目 2.4. 将 lnx 按

x− 1

x+ 1
的幂展开成幂级数。

题目 2.5. f(x) = e−
1
x2 (x ̸= 0), f(0) = 0

• 求 f (n)(0)，并写出 f(x) 在 x = 0 处展开的泰勒级数。

• 这个级数在哪些点上收敛到原函数?

3 一般级数的敛散性

根式判别法 & 比较原则

题目 3.1. 判别敛散性：
∞∑

n=3

1

(ln lnn)n

积分判别法

题目 3.2. 判别敛散性：
∞∑

n=3

1

n lnn · (ln lnn)2

Leibniz 判别法

题目 3.3. 判别敛散性：
∞∑

n=1

(−1)n
1

n− lnn

直接判别法

题目 3.4. 判别级数敛散性：
∞∑

n=1

n−
√
n

2n− lnn

4 拓展例题

题目 4.1. 判断级数
∑∞

n=1
(−1)n√
n+(−1)n

的敛散性，确定是绝对收敛还是条件收敛。

题目 4.2. 计算级数的和：
1

3
+

1

5
+

1

9
+

1

15
+

1

25
+

1

27
+ · · ·

其中分母为质因数只由 3 和 5 构成的所有正整数（按从小到大的顺序排列）。
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