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例 1. 求曲线积分 ∫
𝐶

𝑒−(𝑥2+𝑦2) [cos(2𝑥𝑦) d𝑥 + sin(2𝑥𝑦) d𝑦] 之值，其中 𝐶 是单位圆周 𝑥2 + 𝑦2 = 1，方

向为逆时针.

例 2. 计算 𝐼1 = ∫
𝐿

𝑥 d𝑦 − 𝑦 d𝑥
𝑥2 + 𝑦2 , 𝐼2 = ∫

𝐿

𝑥 d𝑦 − 𝑦 d𝑥
𝑥2 + 4𝑦2 ，其中 𝐿 为

(1) 椭圆 (𝑥 − 2)2

2 + 𝑦2

3 = 1 所围区域的正向边界;

(2) 单位圆 𝑥2 + 𝑦2 = 1 所围区域的正向边界.

例 3. 设 𝐿 为椭圆 𝑥2

4 + 𝑦2

3 = 1，其周长为 𝑎，求 ∮
𝐿

(2𝑥𝑦 + 3𝑥2 + 4𝑦2) d𝑠.

例 4. 求微分方程 sin 𝑥 sin 2𝑦 d𝑥 − 2 cos 𝑥 cos 2𝑦 d𝑦 = 0 的通解.

例 5. 已知 Σ 为曲面 4𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧 = 1（𝑥 ≥ 0，𝑦 ≥ 0，𝑧 ≥ 0）的上侧，𝐿 为 Σ 的边界曲线，其正向

与 Σ 的正法向量满足右手法则，计算曲线积分

𝐼 = ∫
𝐿

(𝑦𝑧2 − cos 𝑧) d𝑥 + 2𝑥𝑧2 d𝑦 + (2𝑥𝑦𝑧 + 𝑥 sin 𝑧) d𝑧.

例 6. 计算曲线积分 ∫
𝐿

𝑦 d𝑥 + 𝑧 d𝑦 + 𝑥 d𝑧，其中 𝐿 是曲线

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 1, 𝑥 + 𝑧 = 1, 𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0, 𝑧 ≥ 0

从点 (1, 0, 0) 到 (0, 0, 1).

例 7. 设函数 𝑓(𝑥) 在 (−∞, +∞) 内具有一阶连续导数，𝐿 是上半平面 (𝑦 > 0) 内的有向分段光滑曲

线，其起点为 (𝑎, 𝑏)，终点为 (𝑐, 𝑑). 记

𝐼 = ∫
𝐿

1
𝑦 [1 + 𝑦2𝑓(𝑥𝑦)] d𝑥 + 𝑥

𝑦2 [𝑦2𝑓(𝑥𝑦) − 1] d𝑦,

(1) 证明曲线积分 𝐼 与路径无关;
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(2) 当 𝑎𝑏 = 𝑐𝑑 时，求 𝐼 的值.

例 8. 求力 ⃗𝐹 = 𝑦 ⃗𝑖 + 𝑧 ⃗𝑗 + 𝑥𝑘⃗ 沿有向闭曲线 Γ 所做的功，其中 Γ 为平面 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 1 被三个坐标面

所截成的三角形的整个边界，从 𝑧 轴正向看去，沿顺时针方向.

例 9. 求 ∬
Σ

𝑥𝑦 d𝑦 d𝑧 + 𝑥𝑧𝑑𝑧𝑑𝑥 + 𝑦𝑧 d𝑥 d𝑦，其中 Σ 为圆柱面 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑅2 在 𝑦 ≥ 0，𝑧 ≥ 0 两卦限

内被平面 𝑧 = 0 和 𝑧 = 𝐻(𝐻 > 0) 所截下的部分的外侧.

例 10. 计算 𝐼 = ∬
Σ

|𝑥𝑦𝑧| d𝑆, 其中 Σ 为 𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2 在 𝑧 = 1 以下的部分.

例 11. 计算∬
Σ

(𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥) d𝑆，其中 Σ 是锥面 𝑧 = √𝑥2 + 𝑦2 被圆柱面 𝑥2 + 𝑦2 = 2𝑎𝑥(𝑎 > 0) 所

割下的部分.

例 12. ∯
Σ

𝑥𝑧 d𝑥 d𝑦 + 𝑥𝑦 d𝑦 d𝑧 + 𝑦𝑧 d𝑧 d𝑥，其中 Σ 是平面 𝑥 = 0，𝑦 = 0，𝑧 = 0，𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 1 所

围成的空间区域的整个边界曲面的外侧.

例 13. ∬
Σ

𝑧 d𝑥 d𝑦 + 𝑥 d𝑦 d𝑧 + 𝑦 d𝑧 d𝑥，其中 Σ 是柱面 𝑥2 + 𝑦2 = 1 被平面 𝑧 = 0 及 𝑧 = 3 所截得的

在第一卦限内的部分的前侧.

例 14. 设 Σ 为空间立体区域 {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∣ 𝑥2 + 4𝑦2 ≤ 4, 0 ≤ 𝑧 ≤ 2} 表面的外侧，求曲面积分

∬
Σ

𝑥2 d𝑦 d𝑧 + 𝑦2 d𝑧 d𝑥 + 𝑧 d𝑥 d𝑦

例 15. 计算曲面积分 𝐼 = ∯
Σ

𝑥 d𝑦 d𝑧 + 𝑦 d𝑧 d𝑥 + 𝑧 d𝑥 d𝑦
(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2) 3

2
,其中 Σ是曲面 2𝑥2 + 2𝑦2 + 𝑧2 = 4的外侧.

例 16. 设函数 𝑓(𝑥) 连续可导，𝑃 = 𝑄 = 𝑅 = 𝑓((𝑥2 + 𝑦2)𝑧)，有向曲面 Σ𝑡 是圆柱体 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 𝑡2, 0 ≤

𝑧 ≤ 1 的表面，方向朝外. 记第二型的曲面积分

𝐼𝑡 = ∬
Σ𝑡

𝑃 d𝑦 d𝑧 + 𝑄 d𝑧 d𝑥 + 𝑅 d𝑥 d𝑦

求极限 lim
𝑡→0+

𝐼𝑡
𝑡4 .


