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【例 1】计算二重积分：𝐼𝐼 = ∬ |𝑥𝑥 − 𝑦𝑦2|𝐷𝐷 𝑑𝑑𝑥𝑥𝑑𝑑𝑦𝑦.其中，平面区域𝐷𝐷满足0 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 1，

0 ≤ 𝑦𝑦 ≤ 1. 

 

【例 2】计算∬ 𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2𝐷𝐷 𝑑𝑑𝑑𝑑，其中𝐷𝐷是由直线𝑦𝑦 = 𝑥𝑥,𝑦𝑦 = 𝑥𝑥 + 𝑎𝑎, 𝑦𝑦 = 𝑎𝑎,𝑦𝑦 = 3𝑎𝑎(𝑎𝑎 >

0)所围成的区域. 

 

【例 3】计算𝐼𝐼 = ∬ 𝑦𝑦𝐷𝐷 𝑑𝑑𝑥𝑥𝑑𝑑𝑦𝑦，其中𝐷𝐷是由曲线�𝑥𝑥
𝑎𝑎
+�𝑦𝑦

𝑏𝑏
= 1及𝑥𝑥轴和𝑦𝑦轴围成，其中

𝑎𝑎 > 0, 𝑏𝑏 > 0. 

 

【例 4】累次积分∫ 𝑑𝑑𝜃𝜃
𝜋𝜋
2
0 ∫ 𝑟𝑟𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜃𝜃

0 𝑓𝑓(𝑟𝑟 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜃𝜃 , 𝑟𝑟 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜃𝜃) 𝑑𝑑𝑟𝑟等于（  ）. 

A.∫ 𝑑𝑑𝑦𝑦1
0 ∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)�𝑦𝑦−𝑦𝑦2

0 𝑑𝑑𝑥𝑥 B.∫ 𝑑𝑑𝑦𝑦1
0 ∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)�1−𝑦𝑦2

0 𝑑𝑑𝑥𝑥  

C.∫ 𝑑𝑑𝑥𝑥1
0 ∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)1

0  𝑑𝑑𝑦𝑦 D.∫ 𝑑𝑑𝑥𝑥1
0 ∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)√𝑥𝑥−𝑥𝑥2

0 𝑑𝑑𝑦𝑦 

 

【例 5】计算∬ 𝑦𝑦𝐷𝐷 𝑑𝑑𝑥𝑥𝑑𝑑𝑦𝑦，其中𝐷𝐷是由𝐿𝐿： �𝑥𝑥 = 𝑎𝑎(𝑡𝑡 − 𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠𝑡𝑡)
𝑦𝑦 = 𝑎𝑎(1− 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑡𝑡) , (0 ≤ 𝑡𝑡 ≤ 2𝜋𝜋)与𝑥𝑥轴围

成的区域. 

 

【例 6】计算二重积分∬ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑠𝑠(𝑦𝑦 + �1 + 𝑦𝑦2)𝐷𝐷 𝑑𝑑𝑥𝑥𝑑𝑑𝑦𝑦，其中𝐷𝐷是曲线𝑦𝑦 = 4 − 𝑥𝑥2，直

线𝑦𝑦 = −3𝑥𝑥及直线𝑥𝑥 = 1围成的位于直线𝑥𝑥 = 1左边的部分. 

 

【例 7】例题 6 设 (𝐷𝐷 = {(𝑥𝑥,𝑦𝑦) ∣ −1 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 1, 𝑥𝑥3 ≤ 𝑦𝑦 ≤ 1})，(𝐷𝐷1 = {(𝑥𝑥,𝑦𝑦) ∣ 0 ≤

𝑥𝑥 ≤ 1, 𝑥𝑥3 ≤ 𝑦𝑦 ≤ 1})，则 ∬ (𝑥𝑥3 sin𝑦𝑦 + 𝑦𝑦3 cos 𝑥𝑥)𝐷𝐷  d𝑑𝑑 =（  ）. 

A. 2∬ 𝑦𝑦3𝐷𝐷1
cos 𝑥𝑥  d𝑑𝑑 B. 2∬ 𝑥𝑥3𝐷𝐷1

sin𝑦𝑦  d𝑑𝑑 

C. 4∬ (𝑥𝑥3 sin𝑦𝑦 + 𝑦𝑦3 cos 𝑥𝑥)𝐷𝐷1
 d𝑑𝑑 D. 0 



【例 8】已知，𝛺𝛺是由𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 = 4，𝑧𝑧 = 0以及𝑧𝑧 = 𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2所围成的立体。如果将

𝐼𝐼 =∭ 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧)𝛺𝛺 𝑑𝑑𝑑𝑑分别化成直角坐标以及柱面坐标的三次积分时，它们分别为

𝐼𝐼 =                          ；以及𝐼𝐼 =                          . 

 

【例 9】计算𝐼𝐼 =∭ 𝑧𝑧(𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2)𝛺𝛺 𝑑𝑑𝑑𝑑，其中𝛺𝛺是由𝑧𝑧 = 𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2与𝑧𝑧 = �2− 𝑥𝑥2 − 𝑦𝑦2

所围成的立体. 

 

【例 10】求球体𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 + 𝑧𝑧2 ≤ 𝑎𝑎2和圆柱体𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 ≤ 𝑎𝑎𝑥𝑥(𝑎𝑎 > 0)的公共部分所成

空间区域的体积𝑉𝑉. 

 

【例 11】计算积分∭ (𝑥𝑥
𝑎𝑎
+ 𝑦𝑦

𝑏𝑏
+ 𝑧𝑧

𝑐𝑐
)2𝛺𝛺 𝑑𝑑𝑑𝑑，𝛺𝛺：𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 + 𝑧𝑧2 ≤ 𝑅𝑅2. 

 

【例 12】计算三重积分：𝐼𝐼 =∭ 𝑑𝑑𝑥𝑥𝑑𝑑𝑦𝑦𝑑𝑑𝑧𝑧
(1+𝑥𝑥2+𝑦𝑦2+𝑧𝑧2)2𝛺𝛺 . 

其中𝛺𝛺：0 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 1,0 ≤ 𝑦𝑦 ≤ 1,0 ≤ 𝑧𝑧 ≤ 1. 

 

【例 13】在均匀半圆形薄板下接一个宽与直径相同的长方形的均匀薄板，要求

质心在圆心处，求圆半径与长方形的高之比. 

 

【例 14】求半径为𝑅𝑅，半顶角为𝑎𝑎，密度为𝜌𝜌0的均匀球锥体对顶点处单位质点的

引力. 


