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例 1. 求下列极限.

(1) lim
n→∞

1

2n

(
sin π

n
+ · · ·+ sin n− 1

n
π + sin n

n
π

)
(2) lim

n→∞

(
1

n2 + 1
+

1

n2 + 2
+ · · ·+ 1

2n2

)
(3) lim

n→∞
n

1α + · · ·+ nα

1α+1 + · · ·+ nα+1
(α > 0)

(4) lim
n→∞

n∑
k=1

n

n2 + k2 + 1

(5) lim
n→∞

n∑
k=1

sin k

n
sin k

n2

例 2. 计算下列定积分.

(1)
∫ 1

0

arcsinx dx

(2)
∫ e

1

sin (lnx) dx

(3)
∫ √

2

1

dx
x
√
1 + x2

(4)
∫ π

0

cosn x dx

(5)
∫ e

1

x lnn x dx

(6)
∫ π

0

x sinx

1 + cos2 x dx

(7)
∫ π

−π

6x(x2 + sinx)

1 + cos2 x dx

(8)
∫ 8π

0

x
√
1− cos2 x dx

(9)
∫ 1

0

ln(1 + x)

1 + x2
dx

(10)
∫ π

2

0

f(sinx)

f(cosx) + f(sinx)
dx

例 3. 计算下列极限.

(1) lim
x→0

x2∫ 1

cos x
e−u2 du

(2) 设 f 为连续函数且 f(1) = 1，求 lim
x→1

∫ x

1

(∫ 1

t

(t− u)f(u) du
)

dt

(x− 1)3
.
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(3) 设 f(x) 连续，f(0) = 0，f ′(0) ̸= 0，求极限 lim
x→0

∫ x

0

tf(x− t) dt∫ x

0

xf(x− t) dt
.

例 4. 设 (0,+∞) 上连续函数 f(x) 满足 f(x) = lnx−
∫ e

1

f(x) dx，求
∫ e

1

f(x) dx.

例 5. 证明下列等式.

(1)
∫ π

0

xf(sinx) dx=π

2

∫ π

0

f(sinx) dx;

(2) f 在 (0,+∞) 上连续，

∫ 4

1

f

(
x

2
+

2

x

)
lnx

x
dx = ln 2

∫ 4

1

f

(
x

2
+

2

x

)
1

x
dx.

例 6. 计算下列定积分.

(1) n 为大于 1 的正整数，求

∫ n

0

(x− [x]) dx.

(2)
∫ 2

−2

min
{

1

|x|
, x2

}
dx.

(3)
∫ 2

0

|1− x| dx.

例 7. 已知 f ′(x) = arctan [(x− 1)2]，且 f(0) = 0，求

∫ 1

0

f(x) dx.

例 8. 计算下列反常积分.

(1)
∫ +∞

0

e−3x cos 2x dx

(2)
∫ +∞

2

1

x lnp x
dx

(3)
∫ π

2

0

ln sinx dx

(4)
∫ π

2

0

ln(1 + tanx)

(cosx+ sinx)2
dx

例 9. 面积原理：

(1) 利用定积分证明:lnn+ 1 ⩾
(
1 +

1

2
+ · · ·+ 1

n

)
⩾ ln(n+ 1).

(2) 计算极限: lim
n→∞

n2∑
j=1

n

n2 + j2
.

例 10. 设 f(x) 是连续函数. 由 a ⩽ x ⩽ b, 0 ⩽ y ⩽ f(x) 所表示的区域绕 y 轴旋转一周所成旋转体体积

为

V = 2π

∫ b

a

xf(x) dx.

例 11. f(x) 是 R 上的正值可微函数. f(−x) = f(x). 令 g(x) =

∫ a

−a

|x − t|f(t) dt, x ∈ [−a, a] , (a > 0)，

解决下列问题.
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(1) 求证 g′(x) 在 [−a, a] 严格单增；

(2) 求 g(x) 在 [−a, a] 上的最小值点；

(3) 若 g(x) 在 [−a, a] 上最小值为 f(a)− a2 − 1，求 f(x).

例 12. 设 n, k 为正整数，且 1 ⩽ k ⩽ n，证明：

(1) 2

n
ln

(
1 +

k − 1

n
π

)
⩽

∫ k
nπ

k−1
n π

|sinnx| ln(1 + x) dx ⩽ 2

n
ln

(
1 +

k

n
π

)
;

(2) lim
n→∞

∫ π

0

|sinnx| ln(1 + x) dx.

例 13. 设 f(x) 为 [0, 2π] 上的单调增函数，证明：∀n ∈ N,∫ 2π

0

f(x) sinnx dx ⩾ 0.

例 14. 设 f 在 [0, 2π] 上连续. 证明：

lim
n→∞

∫ 2π

0

f(x) |sinnx| dx =
2

π

∫ 2π

0

f(x) dx.

例 15. 设函数 f(x) 在 [0, a] 二阶可导 (a > 0)，且 f ′′(x) ⩾ 0. 证明：

(1)
∫ a

0

f(x) dx ⩾ af
(a
2

)
;

(2)
∫ a

0

f(x2) dx ⩾ f
(a
3

)
.

例 16. 设 f(x) 在 [0, π] 上连续，且

∫ π

0

f(x) sinx dx =

∫ π

0

f(x) cosx dx，证明：f(x) 在 (0, π) 中至少有

两个零点.
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