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期末复习一—— 极限与一元函数微分解答

何山 赵思铭

2024 年 12 月 28 日

解答中可能会出现笔误等情况, 参考答案时需要加以注意!!!

极限部分

答案 1:
思路:
这里主要工具只能是单调收敛定理 (最多再加以定义验证), 因此先看是否满足定理条件, 不满

足再找反例.
解:
a. 事实上这是 f 在某一点连续的等价条件, 因此我们选不连续的 f 即可.

取 xn = (−1)n 1
n
, ∀n ∈ N>0.

上述构造的函数是无界函数, 如果要是一个有界函数, 那么我们可以取 f(x) = sgn(x).
b. 容易得到 f(xn) 单调有界, 从而收敛.
c,d. 容易看出 c,d 不能保持有界性, 原因在于 f−1 不是有界的.

取 xn = −n, ∀n ∈ N>0.

答案 2:
思路:
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因为 lim
x→e

f(x) 就是一个数, 因此在式子中令 x → e 就可以得到这个数的方程.
解:
记 a = lim

x→e
f(x), 令 x → e, 则有:

a = a · lim
x→e

lnx− ln e
x− e + e ^

(
lim
x→e

e
x− e ln

(x
e

))
,

即有 a =
1

e + e, 解得 a =
e2

e−1
.

答案 3:
思路:
若能发现式子中有 (xn)′, 那么可以用泰勒展开. 若不能, 也可用洛必达打开计算.
解:
1. 泰勒展开:

lim
x→a

xn − an − nan−1(x− a)

(x− a)2
= lim

x→a

n(n− 1)an−2

2
(x− a)2 + o(x− a)

(x− a)2
=

n(n− 1)

2
an−2.

2. 洛必达:

lim
x→a

xn − an − nan−1(x− a)

(x− a)2
= lim

x→a

nxn−1 − nan−1

2(x− a)
= lim

x→a

(n− 1)xn−2

2
=

n(n− 1)

2
an−2.

答案 4:
思路:
由于 f 为三阶的无穷小, 因此将 f 泰勒展开三阶.
解:
泰勒展开可以得到:

lim
x→0

f(x)

g(x)
= lim

x→0

x+ a

[
x− 1

2
x2 +

1

3
x3 + o1(x

3)

]
+ bx [x+ o2(x

2)]

kx3

= lim
x→0

(a+ 1)x+ (b− 1

2
a)x2 +

1

3
ax3 + o(x3)

kx3
= 1

.

从而有:a+ 1 = 0, b− 1

2
a = 0,

1

3
a = k,

即:a = −1, b = −1

2
, k = −1

3
.

答案 5:
思路:
注意四个分式极限存在都能得到分子极限为 0, 再结合连续性可以得到 f(0) 的条件, 最后再代

入导数定义.
解:
1⃝ 由题可得 f(0) = lim

x→0
|f(x)| ≥ 0.

若 f(0) > 0, 则存在某领域 (−δ, δ), f(x) > 0, 因此:

lim
x→0

f(x)− g(x)

x− 0
= lim

x→0

|f(x)| − f(0)

x
存在.

若 f(0) = 0(注意这个时候分子是非负的), 可得:
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lim
x→0

|f(x)|
x

= lim
x→0+

|f(x)|
x

≥ 0

与此同时又有:

lim
x→0

|f(x)|
x

= lim
x→0−

|f(x)|
x

≤ 0

从而 lim
x→0

|f(x)|
x

= 0, 则 lim
x→0

f(x)

x
= lim

x→0

|f(x)|
x

· f(x)

|f(x)|
= 0, 即导数存在且为 0.

2⃝ 由题可得 f(0) = lim
x→0

f(x) = |f(0)|.

则 lim
x→0

f(x)− |f(0)|
x

= lim
x→0

f(x)− f(0)

x
存在.

3⃝ 由题可得 f(0) = lim
x→0

f(x) = lim
x→0

|f(x)| · f(x)

|f(x)|
= 0,

此时与 1⃝ 中情形相同.
4⃝ 由题可得 f(0) = lim

x→0
|f(x)| = |f(0)|.

若 f(0) ≥ 0, 此时与 1⃝ 中情形相同.
若 f(0) < 0, 则可以去掉绝对值化为导数的定义的情况.

答案 6:
思路:
回顾高数课本出现的概念, 大致有: 可导 → 连续 → 可积 → 有界, 再考虑剩下的性质.
以下是 8 个选项所对应的性质:
A 为 R[a, b],B 为 D[a, b],C 为 C1[a, b],D 为 C[a, b],E 为一致连续,F 为 B[a, b],G 为 Lipschitz

连续,H 为有原函数.
解:
1⃝ A ̸→H:

f(x) =


1 x ∈ [0,

1

2
)

0 x ∈ [
1

2
, 1]

2⃝ H ̸→A:

F (x) =

 x sin 1

x
x ̸= 0且x ∈ [−1, 1]

0 x = 0

取 f(x) = F ′(x), x ∈ [−1, 1], 容易得到 f 无界, 从而是不可积的.

总之, 彼此之间的联系如下图所示:

答案 7:
思路:
按照公式操作即可, 注意如何对变上限积分求导.
解:
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可知: dx
dt =

1

1 + 2t
,

dx
dt

∣∣∣∣
t=0

= 1.

于是在第二个式子中对 t 求导, 可得:

2− e−(y+t2)2 ·(dy
dt + 2t) = 0,

代入 t = 0, 可得:
2− e−y2|t=0 · dy

dt

∣∣∣∣
t=0

= 0,

在第二个式子中令 t = 0 有: ∫ y|t=0

1

e−u2 du = 0,

于是 y|t=0 = 1, 解得 dy
dt

∣∣∣∣
t=0

= 2 e. 从而 dy
dx

∣∣∣∣
t=0

=
dy
dt

∣∣∣∣
t=0

· dt
dx

∣∣∣∣
t=0

= 2 e.

答案 8:
思路:
遇到 f(x)g(x), 都化为 eg(x) ln f(x) 讨论, 但本题还需要单独讨论 x = 0.
解:
可以知道的是, 当 x = 0 时,f(x) 是没有意义的.
从而 f(x) 的定义域为 (−∞, 0) ∪ (0, 1) ∪ (1, 2) ∪ (2,+∞).

而 f(x) = e
1

(1− x)(x− 2)
ln |x|

, 需要讨论在每一个间断点左右的极限.

lim
x→0−

f(x) = +∞ = lim
x→0+

f(x) → x = 0为第二类.

注意 x → 1 时, lim
x→1

ln |x|
1− x

= −1, 从而可得:

lim
x→1

f(x) = e → x = 1可去.

而在 x → 2 时有:
lim

x→2+
f(x) = 0

lim
x→2−

f(x) = +∞

 → x = 2为第二类.

综上, 第一类间断点的个数为 1.

答案 9:
思路:
讨论竖直, 水平或者斜渐近线这三种情况, 注意正负无穷需要分开讨论.
解:
无竖直渐近线.
水平或者斜渐近线正负无穷处斜率为:

k1 = lim
x→+∞

3
√
x3 − 3x2 + 1

x
= 1, k2 = lim

x→−∞

3
√
x3 − 3x2 + 1

x
= 1.

再计算在正无穷处渐近线的截距:
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b1 = lim
x→+∞

3
√
x3 − 3x2 + 1− k1x

= lim
x→+∞

3
√
x3 − 3x2 + 1− x

= lim
x→+∞

x

[(
1− 3

x
+

1

x3

)1/3

− 1

]
= lim

x→+∞
x · 1

3
(− 3

x
+

1

x3
)

= −1

类似的, 在负无穷处渐近线的截距 b2 = −1.
综上可知, 其只有一条渐近线, 即 y = x− 1.

答案 10:
思路:
求一阶导和二阶导, 看 0 附近的符号, 再结合函数的奇偶性.
解:
可分别得到 f 和 g 的一, 二阶导数:

f ′(x) = ex2 sinx,

f ′′(x) = (cosx+ 2x sinx) ex2

,

g′(x) = ex2 sin2 x+

∫ x

0

et2 dt · sin 2x,

g′′(x) = (sin 2x+ 2x sin2(x2)) ex2

+ ex2 sin 2x+ 2

∫ x

0

et2 dt · cos 2x

并且可知 f 是偶函数,g 是奇函数.
由 f ′(0) = 0, f ′′(0) > 0, 可知 x = 0 是 f 的极小值点, 而且不是拐点.
由 g′′(0) = 0, g′′′(0) > 0(其中后者由 g′′ 在 0 附近严格单调递增可以知道), 可知 x = 0 不是 g

的极值点, 但 (0, 0) 是拐点.

答案 11:
思路:
y′ 不存在时, 计算曲率可考虑参数方程, 小题则可考虑旋转或者反射.
解:
利用反射, 先求 y = x2 在 (0, 0) 处的曲率, 则:

y′ = 2x, y′′ = 2, κ =
|y′′|

(1 + y′2)3/2
= 2, ρ =

1

κ
=

1

2
.

则 x2 = y 的曲率圆圆心为 (
1

2
, 0), 半径为 ρ =

1

2
, 于是曲率圆的方程为 (x− 1

2
)2 + y2 =

1

4
.

微分部分

答案 12:
证:
令 F (x) = xf(x) +

k

x
, 其中 k =

ab

b− a
[bf(b)− af(a)].

可知 F (x) 在 [a, b] 上连续, 在 (a, b) 内可导, 且 F (a) = F (b).
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于是存在 ξ ∈ (a, b) 使得 F ′(ξ) = 0. 也就是:

f(ξ) + f ′(ξ) · ξ − k

ξ2
= 0.

ab

b− a
[bf(b)− af(a)] = ξ2[f(ξ) + ξf ′(ξ)].

答案 13:
(1) 证:
存在 d1 ∈ (a, c), d2 ∈ (c, b), 使得 f ′(d1) = f ′(d2) = 0.
由于二阶导存在, 故而 f ′(x) 是连续可导的, 故:
存在 ξ ∈ (d1, d2) ⊆ (a, b), 使得 f ′′(ξ) = 0.
(2) 证:
首先可知, 存在 η ∈ (a, b), 使得 f ′(η) = 0.
又由于 f ′(a) = 0, 与 (1) 一样的, 可知存在 ξ ∈ (a, η), 使得 f ′′(ξ) = 0.

答案 14:
证:
令 F (x) = ex(f(x)− x ex +x− 1), 可知 F (−1) = F (0) = F (2) = 0.
则存在 η1 ∈ (−1, 0), η2 ∈ (0, 2), 使得:

F ′(ηi) = eηi(f(ηi) + f ′(ηi)− 2ηi eηi − eηi +ηi) = 0, i = 1, 2.

再令 G(x) = e−x(f ′(x) + f(x)− 2x ex − ex +x), 则 G(η1) = G(η2) = 0.
于是存在 ξ ∈ (η1, η2) ⊆ (−1, 2), 使得:

G′(ξ) = e−x(f ′′(ξ)− f(ξ)− 2 eξ −ξ + 1) = 0,

从而 f ′′(ξ) = f(ξ) + 2 eξ +ξ − 1.

答案 15:
证:
令 F (x) = f(x)− ex, |f(0)| ≤ 1− cos 0 = 0, |f(π)| ≤ sinπ = 0.
所以可知:F (0) = F (π) = 0, 于是存在 η ∈ (0, π) 使得:

F ′(η) = eη(f(η) + f ′(η)) = 0.

|f ′(0)| = lim
t→0+

∣∣∣∣f(t)− f(0)

t

∣∣∣∣ ≤ lim
t→0+

∣∣∣∣1− cos t
t

∣∣∣∣ = 0 → f ′(0) = 0.

令 G(x) = e−x(f(x) + f ′(x)), 则 G(0) = G(η) = 0, 于是存在 ξ ∈ (0, η), 使得:

G′(ξ) = e−ξ(f ′′(ξ)− f(ξ)) = 0.

从而得到:f ′′(ξ) = f(ξ).

答案 16:
证:
令 F (x) = arctanf(x)− x, 则 F (0) = F

(π
4

)
= 0, 于是存在 η ∈

(
0,

π

4

)
, 使得:

F ′(η) =
f ′(η)− f2(η)− 1

f2(η) + 1
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令 G(x) = f ′(x)− f2(x), 则 G(0) = G(η) = 1, 于是存在 ξ ∈ (0, η) ⊆
(
0,

π

4

)
, 使得

G′(ξ) = f ′′(ξ)− 2f(ξ)f ′(ξ) = 0

从而得到:f ′′(ξ) = 2f(ξ)f ′(ξ).

答案 17:
证:

令 F (x) =
f(x) + ex/2 sin x

2
− x2

ex/2cos x
2

, 则 F (0) = F
(π
2

)
= 1. 从而存在 η ∈

(π
2

)
, 使得:

F ′(η) =
(f ′(η)− 2η) cos η

2
− 1

2
(cos η

2
− sin η

2
)(f(η)− η2)

ex/2 cos2 x
2

= 0.

令 G(x) = e
−
x

2

[
(f ′(x)− 2x) cos x

2
− 1

2
(cos x

2
− sin x

2
)(f(x)− x2)

]
,

可知 G
(π
2

)
= G(η) = 0, 故存在 ξ ∈

(
η,

π

2

)
使得:G′(ξ) = 0.

从而便有:
2f ′′(ξ)− 2f ′(ξ) + f(ξ) = ξ2 − 4ξ + 4.

答案 18:
证:
令 F (x) = f(x)− ex −f(1− x) + e1−x, 则 F (0) = F

(
1

2

)
= 0, 于是存在 ξ ∈

(
0,

1

2

)
, 使得:

F ′(ξ) = f ′(ξ)− eξ +f(1− ξ)− e1−ξ = 0,

取 η = 1− ξ, 即可得到:f ′(ξ) + f ′(η) = eξ + eη.

答案 19:
证:
令 g(x) = f(x) + 8x2 − 8x, 于是 min

0≤x≤1
f ′′(x) ≤ −16 则转化为证 min

0≤x≤1
g′′(x) ≤ 0.

而可以发现的是:g(1) = g(0) = 0, max
0≤x≤1

g(x) ≥ max
0≤x≤1

(f(x) + 8x2 − 8x) ≥ 0.
1. 若 max

0≤x≤1
g(x) > 0, 设最大值在 η 取到, 于是有 g′(η) = 0.

则存在 ξ1 ∈ (0, η), η2 ∈ (η, 1), 使得:

g′(ξ1) =
g(η)− g(0)

η
> 0, g′(ξ2) =

g(1)− g(η)

1− η
< 0.

所以存在 ξ ∈ (ξ1, ξ2), 使得

g′′(ξ) =
g′(ξ2)− g′(ξ1)

ξ2 − ξ1
< 0 → min

0≤x≤1
g′′(x) ≤ 0.

2. 若 max
0≤x≤1

g(x) = 0, 则 g′(0) ≤ 0, g′(1) ≥ 0, 于是存在 ξ ∈ (0, 1), 使得

g′′(ξ) =
g′(ξ2)− g′(ξ1)

ξ2 − ξ1
< 0 → min

0≤x≤1
g′′(x) ≤ 0.

答案 20:
本题是一道考研题 (据说是这样的), 而实际上的考点是严格下凸函数 (f ′′ > 0), 因此大家可以

画一个 y = x2 的图像去辅助理解下面的过程, 于是下面的分式实际上都是割线的斜率了.
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必要性:
对于任意的 x1 < x2 < x3, 存在 ξ1 ∈ (x1, x2), ξ2 ∈ (x2, x3), 使得:

f ′(ξ1) =
f(x2)− f(x1)

x2 − x1

, f ′(ξ2) =
f(x3)− f(x2)

x3 − x2

充分性

对于任意的 x1 < x2, 设 x3 =
3x1 + x2

4
, x4 =

x1 + x2

2
, x5 =

x1 + 3x2

4
.

也就是有:x1 < x3 < x4 < x5 < x2, 且相邻两点的距离是相同的.

则对于任意 u ∈ (x1, x3), v ∈ (x5, x2), 由条件可得到:

f(u)− f(x1)

u− x1

<
f(x3)− f(u)

x3 − u
<

f(x4)− f(x3)

x4 − x3

<
f(x5)− f(x4)

x5 − x4

<
f(v)− f(x5)

v − x5

<
f(x2)− f(v)

x2 − v
.

所以:

f ′(x1) = lim
u→x+

1

f(u)− f(x1)

u− x1

≤ f(x4)− f(x3)

x4 − x3

<
f(x5)− f(x4)

x5 − x4

≤ lim
v→x−

2

f(v)− f(x2)

v − x2

= f ′(x2).

注: 在此题中我们在 x1 和 x2 中插入三个点而不是一个点, 是为了得到结果中的严格小于号, 否
则我们只能得到 f ′(x1) ≤ f ′(x2).

答案 21:
解:
可知:

f(x) = x2

(
x− x2

2
+

x3

3
+ · · ·

)
= x3 − x4

2
+

x5

3
+ · · ·

= 3!
x3

3!
− 2 · 4! · x

4

4!
+ 3 · 5! · x

5

5!
+ · · ·

所以得到:f (n)(0) = (−1)n+1 · n!

n− 2
.
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