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数学外卖-Jordan 标准形

戴云舒 谢明灿

2025 年 4 月 23 日

1 基础知识

定义 1.1 (根子空间与根向量). 线性变换 A 的属于 pi(λ) 的根子空间定义为

Wi :=
∞∪

m=1

W
(m)
i =

∞∪
m=1

Ker(pmi (A )) = {α ∈ V | pmi (A )(α) = 0, ∃m ∈ N} ⊂ V.

称向量 0 ̸= α ∈ Wi 为属于 pi(λ) 的根向量. 如果 α ∈ W
(m)
i , 但是 α ̸∈ W

(m−1)
i , 则称 α 是 m 次根向量. 这里约定

W
(0)
i = {0}.

定理 1.1 (根子空间分解定理). 设线性空间 V 的维数 dimV = n，A : V −→ V 是线性变换，其特征多项式和

最小多项式分别为 φA (λ) = pm1
1 (λ)pm2

2 (λ) · · · pms
s (λ), dA (λ) = pk1

1 (λ)pk2
2 (λ) · · · pks

s (λ),其中 p1(λ), p2(λ), . . . , ps(λ) ∈
F[λ] 是两两互不相同的首一不可约多项式，1 ⩽ ki ⩽ mi。则 V 有根子空间分解

V = W1 ⊕W2 ⊕ · · · ⊕Ws = ker(pk1
1 (A ))⊕ ker(pk2

2 (A ))⊕ · · · ⊕ ker(pks
s (A )).

定义 1.2 (循环子空间，循环变换，循环向量). 设 α ∈ V , 由 α 生成的 (相对于 A 的) 循环子空间定义为

C(α) = CA (α) :=
∩

α∈W⊂V :不变子空间

W

即 C(α) 是包含 α 的 A 的最小的不变子空间.
易知 C(α) = Span({α,A (α),A 2(α), . . . ,A m(α), . . . , }) = {f(A )(α) | f(λ) ∈ F[λ]}.
称线性变换 A : V −→ V 是循环变换，如果存在 α ∈ V，使得 V = CA (α)。称 α 为 A 的循环向量。

定理 1.2 (循环分解定理，不变因子). 设 A : V −→ V 是线性变换, 其中 dimV = n, 则存在 0 ̸=
α1, α2, · · · , αt ∈ V , 使得 V = C(α1)⊕ C(α2)⊕ · · · ⊕ C(αt), 且 dα1

(λ)|dα2
(λ)| · · · |dαt

(λ). 且这样的分解唯一.
称称 d1(λ)�d2(λ), . . . �dt(λ) 为 A 的不变因子.

问题 1.1. 设 A 是数域 F 上 n 维线性空间 V 上的线性变换，证明: 如果 A 2 是循环变换，则 A 也是循环

变换。逆命题是否成立？

定义 1.3 (不可分解性). 设 W ⊂ V 是 A 的不变子空间，如果 W 不能分解为 A 的两个非平凡的不变子空

间的直和，即不存在 A 的不变子空间 W1,W2 ⊂ V , 使得 W1 ̸= {0},W2 ̸= {0} 而 W = W1 ⊕W2, 则称 W ( 相对

于 A ) 不可分解. 否则，称 W ( 相对于 A ) 可分解；如果 V 相对于 A 不可分解，则称线性变换 A 不可分解.
否则，称线性变换 A 可分解.

定理 1.3 (完全分解定理，初等因子). A : V −→ V 是线性变换, 其中 dimV = n，则)V 可分解为有限个相对
于 A 不可分解的循环子空间的直和，即有直和分解 V = C11⊕· · ·⊕C1t1 ⊕C21⊕· · ·⊕C2t2 ⊕· · ·⊕Cs1⊕· · ·⊕Csts，

且这样的分解唯一, 其中 Cij 是相对于 A 的循环子空间，且 dA |Cij
(λ) = p

kij

i (λ).
称 p

kij

i 为 A 的初等因子，其由 A 唯一决定

命题 1.4 (C 上的 Jordan 标准形). C 上的 Jordan 标准形较为特殊，为 J(λ0, n) =


λ0

1 λ0

. . . . . .
1 λ0

. 此

为每个初等因子对应的 Jordan 块.
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命题 1.5 (求 Jordan块个数的一个方法). 设矩阵 A ∈ Fn×n 有特征值 λ0 ∈ F，则对任意 k ∈ N，A 的 Jordan
标准形中 k 阶 Jordan 块 J(λ0, k) 的个数是 N(k) = R((A− λ0E)k−1) +R((A− λ0E)k+1)− 2R((A− λ0E)k).

定义 1.4 (λ 矩阵). λ 矩阵是元素为多项式的矩阵，全体 λ 矩阵的集合记作 F[λ]m×n, 每个矩阵记作 A(λ).

命题 1.6 (Smith 标准型，不变因子，行列式因子，初等因子). 设 A(λ) ∈ F[λ]m×n, 且 R(A(λ)) = r, 则有

A(λ) ∼ S(λ) =

(
D(λ) O

O O

)
m×n

其中 D(λ) = diag(d1(λ), d2(λ), . . . , dr(λ)) 是 r 阶对角阵 , di(λ) ∈ F[λ] 是首一

多项式，满足 d1(λ) | d2(λ) | · · · | dr(λ). 称其为 A(λ) 的 Smith 标准形.
对于一个矩阵 A ∈ Fn×n. 其特征矩阵 λE−A 的 Smith 标准形中的 d1(λ), d2(λ), . . . , dr(λ) 称为不变因子，不

变因子的不可约分解得到的 p
kij

i (λ) 称为初等因子,k 阶行列式因子 Dk(λ) 为 A(λ) 的所有 k 阶非零子式的首一最
大公因式.

我们可以把 λ 矩阵看成多项式环上的矩阵 F[λ]m×n，也可以看成矩阵系数多项式 Fn×n[λ], 由这个角度讨论，
我们得到矩阵相似分类的完整结果.

定理 1.7 (矩阵相似的等价条件). A ≈ B ⇐⇒ λE − A ∼ λE −B，等价地，λE − A 和 λE −B 有相同的初

等因子，或行列式因子，或不变因子.

2 习题

2.1 根子空间分解

问题 2.1. V 为线性空间,f(λ) = f1(λ) · · · fk(λ), 且 f1(λ), · · · , fk(λ) 两两互素,A : V → V 为线性变换, 求
证:

ker(f(A )) = ker(f1(A ))⊕ · · · ⊕ ker(fk(A ))

问题 2.2. 证明:n 维复线性空间 V 上的线性变换 A 可对角化当且仅当所有根向量都是特征向量.

2.2 不变因子，行列式因子，初等因子，Smith 标准形，λ 矩阵

问题 2.3. 设 A 是 n 阶复矩阵,
(1) 用 A 的行列式因子来表示 A 的不变因子.
(2) 用 A 的不变因子来表示 A 的行列式因子.
(3) 用 A 的不变因子来表示 A 的初等因子.
(4) 用 A 的初等因子来表示 A 的不变因子.

问题 2.4. 求 A(λ) =


λ+ 1 λ+ 2 0

0 λ+ 3 λ

0 0 λ− 1

 的 Smith 标准形, 行列式因子, 不变因子和初等因子.

问题 2.5. 设矩阵 A(λ) ∈ F [λ]6×7 的秩为 4，有初等因子 λ, λ, λ3, λ− 1, λ− 1, λ+ 1, (λ+ 1)2. 求 A(λ) 的不

变因子和 Smith 标准形.

2.3 Jordan 标准形，矩阵相似

问题 2.6. 求矩阵 A =


−1 1 0

−4 3 0

1 0 2

 的 Jordan 标准形 J，并求可逆阵 P，使得 P−1AP = J 。

问题 2.7. 设矩阵 A =


−1 −2 −2

−1 −2 −1

1 3 2

, 求 An(n ⩾ 1).
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问题 2.8. 设数列 {an} 满足递推公式 an = 3an − 1− 3an−2 + an−3 (n ⩾ 4), 且 a1 = 1, a2 = 0, a3 = 1, 求 an

的通项公式.

问题 2.9. 设 A ∈ Fn×n 的特征多项式 φA(λ) = (λ − 1)n, 证明: A 可逆, 且对于任意非零整数 m, A 和 Am

相似.

问题 2.10. 证明:n阶复方阵 A和 B相似的充分必要条件是，对于每个复数 a和每个正整数 k, R(aEn−A)k =

R(aEn −B)k.

问题 2.11. 设 A 为 n 阶方阵，且 Ak = O. 证明:矩阵I +A 与I +A+
A2

2!
+ · · ·+ Ak−1

(k − 1)!
相似.

问题 2.12 (Jordan-Chevalley 分解). (1) 设 A 为 n 阶复矩阵，证明:A 可分解为 A = S +N , 其中 S 可

对角化，N 为幂零阵 , S,N 可写为 A 的多项式，且 SN = NS. 并证明这种分解是唯一的.
(2) 设 A 为 n 阶可逆复矩阵，证明:A 可分解为 A = SU , 其中 S 可对角化 , U 的特征值全为 1, S, U 可

写为 A 的多项式，且 SU = US. 并证明这种分解是唯一的.

问题 2.13 (对称分解). 任一复方阵可以写成两个对称复方阵的乘积, 并且可以指定其中一个是可逆的.

2.4 杂题

Jordan 标准形最大的作用之一就是让我们在讨论矩阵问题时总可以化归到 Jordan 块上进行操作，而这样的
操作往往更容易.

问题 2.14. 设矩阵 A ∈ Cn×n 的初等因子是 (λ−λ1)
k1 , . . . , (λ−λl)

kl ,设 f(λ) ∈ C[λ] (当 A可逆时, 可以假设
f(λ) ∈ C[λ, λ−1]), 满足对 i = 1, . . . , l 都有 f ′(λi) ̸= 0, 证明: f(A) 的初等因子是 (λ− f(λ1))

k1 , . . . , (λ− f(λl))
kl .

问题 2.15. 设 A 为 n 阶非奇异复矩阵. 证明: 对任一正整数 m, 存在 n 阶复矩阵 B, 使得 A = Bm.

问题 2.16. 设 A ∈ Cn×n, 计算 AX = XA 的解空间维数.

问题 2.17. 设 A ∈ Cn×n, B ∈ Cm×m, 证明:AX = XB 仅有零解的充分必要条件为 A,B 无公共特征值.

问题 2.18. A =


0 10 30

0 0 2010

0 0 0

, 证明:X2 = A 无解.

问题 2.19. A 为 n 阶复矩阵. 定义 W := {α ∈ Cn|存在正整数l,使得Alα = 0}.
(1) 证明:W 是 Cn 的子空间.
(2) 设 dim W = m, 证明: 对任意整数 k ≥ m, 总有 R(Ak) +m = n.

问题 2.20. 设方阵 A ∈ Fn×n，证明: 以下陈述等价
(1) A 为非减次方阵，也即 A 的特征多项式等于极小多项式.
(2) 与 A 交换的每个矩阵 B 都可以写成 A 的多项式 f(A).

有许多问题实际为此问题特例，试举一例.

问题 2.21. 设 A�B 都是 n 阶方阵，R(A) = n− 1。证明: 如果 AB = BA = O，那么存在多项式 g(x)，使

B = g(A).

利用 Jordan 标准形可以求解一些矩阵级数的问题（虽然这类问题用相似上三角化亦可处理）.

问题 2.22. 定义矩阵幂级数 eA = 1 +A+
A2

2
+ · · ·+ An

n!
+ · · · =

∞∑
n=0

An

n!
. 证明:det(eA) = etr(a).
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