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例题 1 求可逆阵 A =


1 −1 2

1 2 0

1 1 1

 的 QR 分解.

例题 2 设矩阵 A ∈ Rm×n，β ∈ Rm, 则 Z ∈ Rn 是线性方程组 AX = β 的最小二乘解的充分和

必要条件是:Z 是线性方程组 ATAX = ATβ 的解.

例题 3 证明: 任意二阶酉矩阵 U 可以分解为 U =

eiθ1 0

0 eiθ2


 cosτ sinτ

−sinτ cosτ


eiθ3 0

0 eiθ4

 ,

其中 θ1, θ2, θ3, θ4 和 τ 是实数.

例题 4 求正交阵 Q，使得 Q−1AQ 是对角阵，并求出该对角阵，其中 A =


2 −2 0

−2 1 −2

0 −2 0


例题 5 设 V 是 n 维欧式空间，其中 n ≥ 2. 设 A 是 V 上的线性变换，证明: 下面命题等价

(1)A 是 V 上的镜面变换，即存在 V 中的超平面 W，使得对任意 α = β + γ ∈ V，其中

β ∈ W ,γ ∈ W⊥ , 有 A (α) = β − γ

(2) 存在 V 的非零向量 η, 满足 A (α) = α− 2
(α, η)

(η, η)
η, ∀α ∈ V

(3) 存在 V 的标准正交基 η1, ..., ηn，使得 A (η1) = −η1,A (ηi) = ηi, i = 2, ..., n;

(4)A 在 V 的任意一个标准正交基下的矩阵有形式 En − 2δδT , 其中 δ 为 Rn 的单位向量.

例题 6 设 n 维线性空间 V 上的二次型 Q(α) = XTAX, 其中 A 是对称阵，X 是 α 在该表达

式对应的基下的坐标. 将 A 的 k 阶顺序主子式记为 Dk，设 D1, ..., Dn 都非零. 证明: 存在 V 上

的可逆坐标变换 X = PY，使得二次型化为 Q(α) = D1y
2
1 +

D2

D1
y22 + · · ·+ Dn

Dn−1
y2n.

例题 7 设有实矩阵 A =

 2 2

−2 a

 和 B =

4 b

3 1

, 证明:

1
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(1)A 和 B 相似的充分必要条件是 a = 3, b =
2

3
;

(2)A 和 B 合同的充分必要条件是 a < 2, b = 3.

例题 8 设 n 阶实对称阵 A 和 B 都是半正定的. 证明:|A + B| ≥ |A|+ |B|.

例题 9 设 f 是 n维实线性空间 V 上的双线性函数，并且对任意非零向量 α ∈ V，有 f(α, α) >

0. 证明: 存在 v 的一组基，使得 f 在这组基下的矩阵是如下的准对角阵.

diag


 1 a1

−a1 1

 , . . . ,

 1 as

−as 1

 , 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n−2s

 ,

其中 a1 ≥ a2 ≥ · · · as > 0.


