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高等代数（加）期末讲义答案

王衡宇 杨磊

2024 年 12 月 22 日

1. 设有理系数多项式 f (x) = x5 − 5x4 + 7x3 − 2x2 + 4x− 8, 试求首一多项式 g (x) 使得 g (x) 无重因式,

并且与 f (x) 有相同的不可约因式.

解. 直接计算可得 (f (x) , f ′(x)) = (x− 2)2, 从而所求 g (x) =
f (x)

(f (x) , f ′(x))
= (x− 2)(x2 + x+ 1).

2. 设多项式 f (x) = x5 + ax− 1.

(1) 试求 a 的值使多项式 f (x) 有有理根 ;

(2) 设 a = 5, 证明多项式 f (x) 在 Q 上不可约 ;

(3) 设 a = 5, A 是 n 阶方阵且 f(A) = O. 证明:对于任意 g (x) ∈ Q[x], 要么 g(A) = O, 要么 g(A) 可逆.

(1) 解. f (x) 的有理根只能是 ±1, 而 f(1) = a, f(−1) = −a− 2, 故 a = 0 或 −2 时 f (x) 有有理根.

(2) 证明. 此时 f (x) = x5 +5x− 1, 考虑多项式 h (x) = f(x+1), 取 p = 5 由爱森斯坦判别法可知 h (x)

在 Q 上不可约, 从而 f (x) 不可约.

(3) 证明. 由 (2) 可知 f (x) 不可约, 那么对于 g (x) ∈ Q[x], 要么 f (x) | g (x) , 要么 (f (x) , g (x)) = 1.

如果 f (x) | g (x) , 则存在 m(x) ∈ Q[x] 使得 g (x) = m(x)f (x) , 从而 g(A) = m(A)f(A) = O. 如

果 (f (x) , g (x)) = 1, 则存在 u(x), v(x) ∈ Q[x] 使得 u(x)f (x) + v(x)g (x) = 1, 从而 u(A)f(A) +

v(A)g(A) = v(A)g(A) = E, 即 g(A) 可逆.

3. 设 V 是所有 n 阶实矩阵在通常的加法和数乘运算下构成的实线性空间, 而 W 是由所有 n 阶实对称矩

阵构成的 V 的子空间. 取定 n 阶实矩阵, 定义映射 A : V → V , 其中 A (X) = PTXP.

(1) 证明 A 是 V 上的线性变换, 并且 W 是 A 的不变子空间 ;

(2) 设 n = 2, P =

1 2

0 −1

 , 试问 W 上的线性变换 A |W 是否可对角化?
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(1) 证明. 由 A (aX+bY ) = PT(aX+bY )P = aPTXP +bPTY P = aA (X)+bA (Y )对任意 X,Y ∈ V

和 a, b ∈ R 均成立, 可知 A 是 V 上的线性变换.

设 X ∈ W, 则 (A (X))
T
= (PTXP )T = PTXTP = PTXP, 即 A (X) ∈ W, 从而知 W 是 A 的

不变子空间.

(2) 解. 取 W 的一组基 E11, E12 + E21, E22, 则 A |W 在这组基下的矩阵为 A =


1 0 0

2 −1 4

4 −4 1

 . 容易看

出 A 的特征值为 λ1 = λ2 = 1, λ3 = −1, 且 (A− E)(A+ E) = O, 从而 A 可对角化, 即 A |W 可对

角化.

4. 设方阵 A =


3 2 −4

1 3 −3

1 1 −1

 .

(1) 试求 A 的 Jordan 标准形 J , 并求出实可逆阵 P 使得 P−1AP = J ;

(2) 试求三阶方阵 S,N, 使得 A = S +N, 并且 S 可对角化,N 幂零, 并且 SN = NS ;

(3) 定义 C(A) = {X ∈ R3×3 : AX = XA}, 其在通常的矩阵加法和数乘运算下构成一个实线性空间, 试

求 C(A) 的维数 dimC(A).

解. (1) 由于 φA(λ) = |λE − A| = (λ − 1)(λ − 2)2, 并且 (A − E)(A − 2E) ̸= O 可知最小多项式

dA(λ) = (λ− 1)(λ− 2)2, 以及 Jordan 标准形 J =


1 0 0

0 2 0

0 1 2

 .

解方程 (A − E)x = 0 得到特征向量 α1 = (1, 1, 1)T, 解方程 (A − 2E)x = 0 得到特征向量

α3 = (2, 1, 1)T,解 (A−2E)x = α2得到向量 α3 = (0, 1, 0),于是可取 P = (α1, α2, α3) =


1 0 2

1 1 1

1 0 1

 .

(2) 由于 J =


1 0 0

0 2 0

0 0 2

+


0 0 0

0 0 0

0 1 0

 =: S̃+Ñ ,于是所求矩阵即为 S = PS̃P−1 =


3 0 −2

1 2 −2

1 0 0

 , N =

PÑP−1 =


0 2 −2

0 1 −1

0 1 −1

 .
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(3) 由于 C(A) ≃ C(J) =




x 0 0

0 y 0

0 z y

 : x, y, z ∈ R

 , 从而 dimC(A) = 3.

5. 设 n 阶复方阵 A 的特征多项式为 φ(λ), 复系数多项式 g(λ) 满足 (φ(λ), g′(λ)) = 1, 证明 A 可对角化

的充要条件是 g(A) 可对角化.

证明. 必要性显然, 下面证明充分性. 容易看出只需考虑 A 的 Jordan 标准形. 设 A 不可对角化, 那么 A 有

一个特征值为 λ 的 r1 阶 Jordan 块 J , 其中 r1 > 1. 则有

g(J) =



g(λ)

g′(λ) g(λ)

. . . . . .

∗ g′(λ) g(λ)


,

由于 (φ(x), g′(x)) = 1, 可知 λ 不是 g′(x) 的根, 那么 g(J) 成为 g(A) 的一个 r1 阶 Jordan 块, 从而 g(A)

不可对角化.

6. 设 A,B 是 n 阶复方阵, 且有 R(A) = R(B), A2B = A, 证明 B2A = B.

证明. 不妨 A 不可逆, 否则结论显然成立. 容易看出可取 A 为 Jordan 标准形. 由于 R(A) ≥ R(A2) ≥

R(A2B) = R(A) 可知 R(A2) = R(A), 于是知 A 的特征值 0 对应的 Jordan 块是一阶的, 进而可设

A =

A1

O

 ,

其中 A1 为 n1 阶可逆矩阵,n1 < n. 将 B 相应分块为 B =

B1 B2

B3 B4

 , 带入条件 A2B = A 计算可得

A2
1B1 = A1, A1B2 = O, 于是有 B1 = A−1

1 , B2 = O, 从而得到 R(B) ≥ R(B1)+R(B4) = R(A) = R(A1) =

R(B1), 即 R(B4) = 0, 故 A−1
1

B3 O

 ,

此时即可得到 B2A = B.
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7. 设有 R3 上的实二次型 Q(x) = x2
1 + x2

2 − 3x2
3 +2ax1x3 +2x2x3, 其中 a 是正实数. 已知 Q(x) 在单位球

面 S = {(x1, x2, x3) : x
2
1 + x2

2 + x2
3 = 1} 上的最大值和最小值分别为 2 和 −4.

(1) 求 a 的值;

(2) 求正交变换 x = Py 将 Q(x) 化为标准形, 其中 y = (y1, y2, y3)
T .

解. (1) 记二次型 Q(X) 的矩阵为 A =


1 0 a

0 1 1

a 1 −3

 , 则 Q(X) 在单位球面上的最值是 A 的最大最小特

征值, 而 |λE −A| = (λ− 1)(λ2 + 2λ− a2 − 4), 从而得到 −a2 − 4 = −8, 又 a > 0, 于是 a = 2.

(2) 只需将 A 正交对角化. 由 (A − E)x = 0 可得特征向量 p1 = (1,−2, 0)T, 由 (A − 2E)x = 0 可得特征

向量 p2 = (2, 1, 1)T, 由 (A+ 4E)x = 0 可得特征向量 p3 = (2, 1,−5), 分别单位化, 即得所求的

P =



√
5

5

√
6

3

√
30

15

−2
√
5

5

√
6

6

√
30

30

0

√
6

6
−
√
30

6

 .

8. 设 V 是二阶实矩阵关于通常的矩阵加法和数乘运算构成的实线性空间, 又设 A =

 1 −1

−1 2

 . 定

义 V 上的二元函数 (, ) : V × V → R, 其中 (X,Y ) = Tr(XTAY ). 定义线性变换 adA : V → V, 其中

adA(X) = AX −XA.

(1) 证明 : (, ) 是 V 上的内积 ;

(2) 试求 adA 的像空间 Im(adA) 相对于该内积的标准正交基.

(1) 证明. 第一分量线性：(aX + bY, Z) = Tr
(
(aX + bY )TAZ

)
= aTr(XTAZ) + bTr(Y TAZ).

对称性：(X,Y ) = Tr(XTAY ) = Tr
((

XTAY
)T

)
= Tr(Y TATX) = Tr(Y TAX) = (Y,X).

正定性：由于A是正定的,存在可逆矩阵 P 使得X = PTP,则对X ∈ V 有 (X,X) = Tr
(
(PX)

T
(PX)

)
≥

0, 并且当且仅当 X = O 时取等号.

(2) 解. 首先来求 Im(adA) 的一组基. 取 V 的自然基 E11, E12, E21, E22, 则有

adA(E11) =

 0 1

−1 0

 = B1, adA(E12) =

1 −1

0 −1

 = B2,
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且计算可得 adA(E21) = −B1 −B2, adA(E22) = −B1, 于是知 B1, B2 是求 ℑ(adA) 的一组基.

下面作正交化, 取 M1 = B1, M2 = B2 −
(B2,M1)

(M1,M1)
M1 =

1

3

3 −4

1 −3

 . 进一步单位化可得标准

正交基
1√
3

 0 1

−1 0

 ,
1√
15

3 −4

1 −3

 .

9. 设有实矩阵 A =


1 1 0

1 a −1

0 −1 1

 , B =


1 2 −3

2 3 −4

1 3 −5

 , C =


1 0 0

0 3 −4

0 1 −2

 , D =


1 1 −1

1 −2 2

−1 2 0

 .

(1) 当 a 为何值时, 存在可逆阵 P,Q, 使得 PAQ = B ;

(2) 当 a 为何值时, 存在可逆阵 P , 使得 P−1AP = C ;

(3) 当 a 为何值时, 存在可逆阵 P , 使得 PTAP = D.

解. (1) 只需求出 a 的值使得 R(A) = R(B) = 2, 由于 A 有 2 阶非零子式, 于是只需 det(A) = 0, 由此解

得 a = 2.

(2) C 的特征多项式为 φC(λ) = (λ−1)(λ+2)(λ+1).欲使 A与 C 相似,需要 Tr(A) = a+2 = Tr(C) = 2,

即 a = 0. 而 a = 0 时有 φA(λ) = (λ− 1)(λ+ 2)(λ+ 1), 从而 A,C 均相似于 diag(1,−1,−2).

(3) 由于二次型 xTAx = x2
1 + ax2

2 + x2
3 + 2x1x2 − 2x2x3 = (x1 + x2)

2 + (x2 − x3)
2 + (a − 2)x2

2, x
TDx =

x2
1 − 2x2

2 + 2x1x2 − 2x1x3 + 4x2x3 = (x1 + x2 − x3)
2 − 3(x2 − x3)

2 + 2x2
3, 由于正负惯性指数是合同关

系的全系不变量, 因此 a < 2 符合题意.

10. 设 V = Rn, 其在标准内积下构成欧氏空间. 取定非零向量 α ∈ V, 定义线性变换 σα : V → V, 使得任

意 β ∈ V 有

σα(β) = β − 2(β, α)

(α, α)
α.

(1) 证明 : σα 是 V 上的正交变换 ;

(2) 证明 : σα 可对角化 ;

(3) 试求 σα 在 e1, · · · , en 下的矩阵, 其中 ei 是第 i 分量为 1 其余分量均为 0 的单位向量.

(1) 证明. 由于 ∥σα(β)∥ = (σα(β), σα(β)) = (β, β) = ∥β∥ 可知 σα 保长度, 那么自然是正交变换.
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(2) 证明. 将 α 扩为 V 的正交基 α1, · · · , αn−1, α, 则 σα 在这一组基下的矩阵为 diag(1, · · · , 1,−1).

(3) 解. 记 α = (a1, · · · , an)T, 则有 σα(ei) = ei − 2
α

(α, α)
ai, 则有

(σα(e1), · · · , σα(en)) = (e1, · · · , en)
(
En − 2

ααT

(α, α)

)
,

即 σα 在 e1, · · · , en 下的矩阵为 En − 2
ααT

(α, α)
.

注 0.1. 取 x = (x1, · · · , xn)
T,记 α̃ =

α

∥α∥
,则 σα(x) = x−2(β, α̃)α̃ = x−2α̃(α̃Tx) =

(
En − 2

ααT

(α, α)

)
x.

11. 设 A,B 均为 n 阶实对称正定阵, 证明

det(A+B) ≥ 2n
√

det(A)
√

det(B),

并且等号成立的充分必要条件是 A = B.

证明. 容易看出待证式在合同变换下不变, 并且不改变正定性条件, 于是可取 A 为合同标准形 En, 即证

det(En +B) ≥ 2n
√

det(B).

由于 B 正定, 存在正交阵 P 使得 PTBP = diag(λ1, · · · , λn), 其中 λ1, · · · , λn > 0, 于是有

det(A+B) = det(En + PTBP ) = (1 + λ1) · · · (1 + λn) ≥ 2n
√

λ1 · · ·λn = 2n
√

det(B),

并且等号成立当且仅当 λ1, · · · , λn = 1, 此时 B = En = A.

12. 设 A,B 是 n 阶正交矩阵, 证明 det(AB−1) = (−1)n−R(A+B).

证明.

det(AB−1) = (−1)n−R(AB−1+E) = (−1)n−R(A+B).

13. 设 A 是实方阵,A+AT 是正定矩阵, 且 A ̸= AT, 证明 det(A+AT) < det(2A).

证明. 记 M = A + AT, N = A − AT, 则 M 是正定对称阵, 而 N 是反对称阵. 于是只需证明 det(M) <

det(M +N). 容易看出待证式在合同变换下不变, 于是不妨取 M = En, 只需证 det(En +N) > 1.
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由于 N 反对称, 存在正交阵 P 使得

PTNP = diag


 −b1

b1

 , · · · ,

 −bs

bs

 , 0, · · · , 0

 ,

其中 s > 1, 则有

det(En +N) = (1 + b21) · · · (1 + b2s) > 1.
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