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1 矩阵的初等变换与线性方程组

1. 矩阵与线性方程组之间有着妙不可言的联系. 解一个线性方程组可以转化成去解方程

AX = β

其中 A 代表系数矩阵，X 是未知元向量，β 代表常数项列向量.

2. 一定可以用初等变换，把任何一个矩阵 A 变成

(
Ir O

O O

)
的形状，这种形状被称为 A 的等价标准形，

把其中 Ir 的阶数定义为矩阵 A 的秩.

3. 以上操作基本上可以推广到分块矩阵.

4. 设 A 为 n 阶方阵且 |A| = 0. 考察非齐次线性方程组 AX = β, 其中 β 是 n 维向量. 记 Dj 是将 |A|
中第 j 列替换为 β 后得到的行列式，且 D1, D2, · · · , Dn 中至少有一个不等于 0，证明该方程组无解.

2 线性相关性与矩阵的秩

1. 证明：对 n阶矩阵A及向量 α,若存在正整数 k使得Akα = 0但Ak−1α 6= 0,则向量组 α,Aα, · · · , Ak−1α

线性无关.

2. (Frobenius 不等式) 设 Am×n, Bn×t, Ct×s，则

r(ABC) ≥ r(AB) + r(BC)− r(B)

3. (Sylvester 不等式) 设 Am×n, Cn×s，则

r(AB) ≥ r(A) + r(C)− n

3 模

下设 R 是含幺交换环. 实际上交换代数中以及很多时候我们都只考虑这种环 (或者更强一些)

定义 3.1. 环 R 上的左模是一个阿贝尔群 (M,+) 上带有标量积 R×M →M :

(1)1x = 1(2)a(bx) = (ab)x(3)(a+ b)x = ax+ bx(4)a(x+ y) = ax+ ay.

不太严谨地说，R 模几乎就是 k 线性空间，只是左面不能除以标量 (我们将看到，这会使得模的结构
很复杂，尽管在主理想整环上不会特别复杂).
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4 矩阵的综合问题 2

定义 3.2 (子模). 设 M 为 R 模，N 是 R 的子集，使得 N 关于加法构成封闭集合且 ax ∈ N, ∀a ∈
R, x ∈ N.

例 3.1. (1) 设 k 是一个一般域，那么 k 模就是 k 线性空间. 注意在考虑 Fp2 的时候，不能简单考虑

Z/Zp2 .

(2)Z 模 =Abelian group.
(3)R 环.R 是一个 R 模，R 作为 R 模的子模是 R 的理想. 设 I �R,R/I 是 R 模. 例如 k[x] 是域上

多项式环，它本身是 k 模；同时 k = k[x]/(x) 是 k[x] 模.
(4) 有限自由 R 模：Rn = {(a1, · · · , an)|ai ∈ R}, 称其秩 (rank) 为 n.
(5) 当 k 是一个域，k[x]− 模 ←→ 带有线性变换 T : M →M 的 k 线性空间. 其实很简单，左面往右

面的话；右面往左面，只要把多项式中的 x 替换成 T (m)(m ∈M) 即可

类比有限维线性空间 (其生成集，即基底是有限的)，我们定义有限生成模.

定义 3.3. 一个 R 模称为有限生成的 (finite-generated)，如果存在整数 n(<∞) 以及 x1, · · · , xn ∈M，

使得任取 m ∈M, ∃a1, · · · , an ∈ R, 使得

x = a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn

其实就是 (有限) 线性生成性的很好的类比. 下面的例子将展示它们的不同.

例 3.2. (1) 取 M = Z/2Z,R = Z，如果要生成它必须把 [1] 取出来. 然而存在 R 中的元素 2 使得

2·[1] = [0](∈ M). 换句话说它是个扭元 (一个非零元素 a ∈ M, 却能找到一个非零系数 r ∈ R，它们乘起

来是 0).
(2) 取 R = k[x, y],M = k[xy].M 作为 R 模由 1 生成. 取子模 M ′ = (x, y)(由 x, y 在环 R 中生成的

理想)，该子模却不能由一个元素生成. 更一般地，可能出现有限生成模的子模需要无穷多个元素生成. 如
果一个模的全部子模 (也包括它自己) 都是有限生成的，称作 Noether 模.

命题 3.1. 有限生成模的等价描述是，∃n,s.t.,Rn →M 满射，(a1, · · · , an) 7→ (a1x1 + · · ·+ anxn).

这个描述的好处是，利用同态基本定理得到 Rn/Kerφ ∼= Imφ = M.

定义 3.4 (rank). Rank(M) 定义成极大 R− 线性无关组的元素个数.

定义 3.5 (自由模). 一个秩为 n 模 M 是自由的，如果 ∃x1, · · · , xn, 使得 ∀x ∈ M, ∃!a1, · · · , an ∈
R,s.t.,x = a1x1 + · · ·+ anxn. 也就是说，自由模就是有基 (线性无关生成组) 的模.

定理 3.2 (主理想整环上的“循环分解”). R 是 PID，M 是秩为 n 的自由模，N ⊆M 子模，则

(1)N 是自由模，且其秩 rank(N) ≤ rank(M).

(2)∃M 的基 y1, · · · , yn, 使得 N 的基是 a1y1, · · · , amym, 其中 ai ∈ R, a1|a2| · · · |am.

4 矩阵的综合问题

1. 计算矩阵
[

cosφ − sinφ

sinφ cosφ

]n
2. 设 n 阶方阵 A,B 的元素都是非负实数. 证明：如果 AB 有全零行，则 A 或 B 有全零行.

3. 设 A,B 都是 n 阶方阵，计算 [
O En

En O

][
A O

O B

][
O En

En O

]
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4. 设 A 是 3× n 矩阵，求矩阵 P, 使得 P 左乘 A 相当于对 A 进行如下的行初等变换：

(a) 交换第 2,3 行.

(b) 第 2 行的-2 倍加到第 1 行.

(c) 第 3 行乘 −3.

5. 求矩阵 A =


0 1 2

1 1 4

2 −1 0

 的逆.

6. 设 n 阶矩阵 A,B 满足 A+B = AB. 求证：In −A 是可逆矩阵且 AB = BA.

7. 设 A 是 n×m 矩阵，B 是 m× n 矩阵，如果 En −AB 可逆，证明 Em −BA 也可逆，并求其逆.

8. 设 A 是 n 阶可逆阵，α, β 是 n 维列向量且 1 + βTA−1α 6= 0. 求证：

(A+ αβT )−1 = A−1 − 1

1 + βTA−1α
A−1αβTA−1

9. 元素皆为整数的矩阵称为整矩阵. 设 n 阶方阵 A,B 皆为整矩阵.

(a) 证明以下两条等价：(1)A 可逆且 A−1 是整矩阵.(2)A 的行列式的绝对值是 1.

(b) 若已知 A,A− 2B,A− 4B, · · · , A− 2nB,A− 2(n+ 1)B,A− (n+ 2)B 均可逆，且逆矩阵为整

矩阵，证明：A+B 可逆.
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