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1 行列式，行列式的性质

定义 1.1 (行列式). 称形如∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∑
(i1,··· ,in)∈Sn

δ(i1, · · · , in)a1i1a2i2 · · · anin .

的 n2 个数构成的方阵为一个 n 阶行列式.

下设 Aij 为 aij 的代数余子式.

命题 1.1 (按行/列展开). |A| = ai1Ai1 + ai2Ai2 + · · ·+ ainAin. |A| = a1jA1j + a2jA2j + · · ·+ anjAnj .

命题 1.2 (Laplace 展开). |A| =
∑

1⩽k1<k2<···<kr⩽n

A

(
i1 i2 · · · ir

k1 k2 · · · kr

)
Â

(
i1 i2 · · · ir

k1 k2 · · · kr

)
.

命题 1.3 (Binet-Cauchy 公式). 设 A ∈ Fn×m, B ∈ Fm×n, 则

(1) n > m 有 |AB| = 0.

(2) n = m 有 |AB| = |A||B|.

(3) n < m 有

|AB| =
∑

1⩽k1<k2<···<kn⩽m

A

(
1 2 · · · n

k1 k2 · · · kn

)
B

(
k1 k2 · · · kn

1 2 · · · n

)
.

对于列有类似的结论.

2 习题

问题 2.1 (三对角行列式). (1) 计算 Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a b

c a b
. . . . . . . . .

c a b

c a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(2) Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

cos θ 1

1 2 cos θ 1

1 2 cos θ 1
. . . . . . . . .

1 2 cos θ 1

1 2 cos θ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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问题 2.2 (Vandermonde 行列式). (1) 证明:

Vn(x1, x2, . . . , xn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1

x1 x2 · · · xn

x2
1 x2

2 · · · x2
n

...
...

...
xn−1
1 xn−1

2 · · · xn−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∏
1⩽i<j⩽n

(xj − xi).

(2) 设 fk(x) = xk + ak1x
k−1 + ak2x

k−2 + · · ·+ akk, 求下列行列式的值:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 f1(x1) f2(x1) · · · fn−1(x1)

1 f1(x2) f2(x2) · · · fn−1(x2)
...

...
...

...
1 f1(xn) f2(xn) · · · fn−1(xn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

问题 2.3. 设 aij(t) 均为可导函数, 且 F (t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11(t) a12(t) · · · a1n(t)

a21(t) a22(t) · · · a2n(t)
...

...
...

an1(t) an2(t) · · · ann(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. 证明:

F ′(t) =
n∑

j=1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11(t) · · · a1,j−1(t) a′1j(t) a1,j+1(t) · · · a1n(t)

a21(t) · · · a2,j−1(t) a′2j(t) a2,j+1(t) · · · a2n(t)
...

...
...

...
...

an1(t) · · · an,j−1(t) a′nj(t) an,j+1(t) · · · ann(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

问题 2.4. 证明:

(1) 设 A ∈ Fn×n, B ∈ Fm×m, 证明:∣∣∣∣∣A O

B

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣A ∗
O B

∣∣∣∣∣ = |A||B|,

∣∣∣∣∣O A

B ∗

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ ∗ A

B O

∣∣∣∣∣ = (−1)mn|A||B|.

(2) 设 A,B,C,D ∈ Fn×n, 其中 A 可逆, 且 AC = CA, 证明:
∣∣∣∣∣A B

C D

∣∣∣∣∣ = |AD − CB|.

(3) 设 A,B,C,D ∈ Fn×n, 其中 AC = CA, 证明:
∣∣∣∣∣A B

C D

∣∣∣∣∣ = |AD − CB|.

问题 2.5. 设 A ∈ Fm×n, B ∈ Fn×m,λ 是未定元. 证明

λn |λEm −AB| = λm |λEn −BA| .

问题 2.6. 设 n 阶矩阵 A = (aij) 的元素均为复数，且满足

|aii| >
n∑

j=1
j ̸=i

|aij |, i = 1, 2, . . . , n,

称这样的矩阵为主对角占优矩阵. 证明:|A| ̸= 0.

问题 2.7. 设多项式 f1(x), f2(x), . . . , fn(x) ∈ F[x] 的次数都不超过 n − 2, 其中 n ≥ 2, 证明: 对任意
a1, a2, . . . , an ∈ F, 有 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f1(a1) f1(a2) · · · f1(an)

f2(a1) f2(a2) · · · f2(an)
...

...
...

fn(a1) fn(a2) · · · fn(an)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.
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问题 2.8. 设 A,B,C,D 都是 n 阶方阵. 令 M =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
A B C D

B A D C

C D A B

D C B A

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. 证明:

|M | = |A+B + C +D||A+B − C −D||A−B + C −D||A−B − C +D|.

问题 2.9. 设n阶方阵A =



1 1 1 · · · 1

1 1 · · · 1

1 · · · 1
. . . ...

1


, 求|A|的所有代数余子式之和.

问题 2.10. 计算以下 n 阶 Cauchy 行列式:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1

a1 + b1

1

a1 + b2
· · · 1

a1 + bn
1

a2 + b1

1

a2 + b2
· · · 1

a2 + bn...
...

...
1

an + b1

1

an + b2
· · · 1

an + bn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

问题 2.11. 计算以下行列式的值:

(1) Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 cos θ1 cos 2θ1 · · · cos(n− 1)θ1

1 cos θ2 cos 2θ2 · · · cos(n− 1)θ2
...

...
...

...
1 cos θn cos 2θn · · · cos(n− 1)θn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

问题 2.12 (Pfaffian 值). 在这个小题中, 我们将会介绍 Pfaffian 值的概念.

(1) 计算以下行列式的值, 并尝试因式分解你的结果.∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 a b c

−a 0 d e

−b −d 0 f

−c −e −f 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(2) (Burnside) A = (aij) 为 n 阶斜对称阵, 且 n 为偶数. 证明: 若将 aij 看成未定元, 则 |A| 为完全平方数.

由 (2), 我们定义

定义 2.1 (Pfaffian 值). 定义一个 2n 阶反对称阵 A 的行列式的平方根为这个矩阵的 Pfaffian 值, 记
作 pf(A).

试证明:

(3) pf(AT) = (−1)npf(A)

(4) pf(BABT) = pf(A) det(B).

Pfaffian 值还有一些等价的定义 (需要用到外微分).

(5) pf(A)e1 ∧ e2 ∧ · · · ∧ e2n =
1

n!
Λn(

∑
i<j

aijei ∧ ej).
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问题 2.13. (1) 若 2n 阶实矩阵 A 满足

A

(
O En

−En O

)
AT =

(
O En

−En O

)
.

证明: |A| = 1.

(2) 若 A 为 2n 阶复方阵情况又将如何呢？

问题 2.14. 设 A = (aij) 为 n 阶方阵,n ≥ 2.

(1) 证明：|adj(A)| = |A|n−1

(2) 设 |A| = d ̸= 0, 记 |A| 中 aij 的代数余子式为 Aij, 证明:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

A22 A23 · · · A2n

A32 A33 · · · A3n

...
...

...
An2 An3 · · · Ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a11d

n−2.

问题 2.15. 设 A ∈ Fn×n, α, β ∈ Fn, 证明:|A+ αβT | = |A|+ βT adj(A)α, 其中一阶矩阵的伴随矩阵约
定为 1.

问题 2.16. 证明:

(1) ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

12022 22022 · · · 20242022

22022 32022 · · · 20252022

...
...

...
20242022 20252022 · · · 40472022

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

(2) ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 · · · 2021 2022 2023

22 32 42 · · · 20222 20232 20242

33 43 53 · · · 20233 20243 20243

...
...

...
...

...
...

20222022 20232022 20242022 · · · 20242022 20242022 20242022

20232023 20242023 20242023 · · · 20242023 20242023 20242023

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
̸= 0.
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