
“
数
学
外
卖
”
讲
师
团

高等代数加：多项式 (讲稿)

1 数域、多项式环

最小的数域是 Q, 最大的数域是 C. 多项式集合 F[x] 关于通常的加法和乘法构成一个环.

2 带余除法与整除

定理 2.1. 设 g (x) ∈ F[x]\{0}, 对于任意 f (x) ∈ F[x], 存在唯一的 q (x) , r (x) ∈ F[x] 使得

f (x) = q (x) g (x) + r (x) , deg r (x) < deg g(x).

特别地, 若 r (x) = 0, 则称 g (x) 整除 f (x) , 记为 g (x)|f (x) .

注 2.1. 考虑映射

φ :F[x] −→ Fn−1[x]

f (x) 7−→ r (x)

其中 n = deg g (x) , r (x) 为 f (x) 除 g (x) 所得的余式. 可以验证 φ 是一个线性映射, 并且是满射, 以及

kerφ = { f (x) ∈ F[x] : ∃ q (x) ∈ F[x], f (x) = q (x) g (x)} = g (x) · F[x] =: gF[x].

那么按照同态基本定理就有

F[x]/gF[x] ' Fn−1[x] ' Fn,

进而 dimF F[x]/gF[x] = n = deg g (x) .

注 2.2. 带余除法的结果不随数域的扩大而改变. 即设 F1 ⊂ F2 是两个数域, 而 f (x) , g (x) ∈ F1[x], 并且

在 F1[x] 中成立

f (x) = q (x) g (x) + r (x) , deg r (x) < deg g(x),

那么上式也是在 F2[x] 中 f (x) 对 g (x) 作带余除法的结果.

推论 2.2. g (x) |f (x) (in F1[x]) ⇐⇒ g (x) |f (x) (in F2[x]) .

例 2.1. 在 Q 上成立 x2 + 1|xn + 1 的充要条件是 n ≡ 2 mod 4.

推论 2.3. (f (x) , g (x)) = d (x) (in F1[x]) ⇐⇒ (f (x) , g (x)) = d (x) (in F2[x]) .

3 最大公因式与互素

定理 3.1. 设 f (x) , g (x) ∈ F[x], 且 (f (x) , g (x)) = d (x), 那么存在 u (x) , v (x) ∈ F[x] 使得

u (x) f (x) + v (x) g (x) = d (x) .
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注 3.1. 若还有首一多项式 d (x) 是 f (x) , g (x) 的公因式, 那么 Bezout 等式是 (f (x) , g (x)) = d (x) 的

充分条件. 特别地, (f (x) , g (x)) = 1 的充要条件是存在 u, v 使得 uf + vg = 1.

注 3.2. 辗转相除法求出 u (x) , v (x) , d (x) , 并且这样求出的 u, v 次数就是最低的.

4 多项式的根与重因式

引理 4.1 (余式定理). x− c|f (x) 的充要条件是 c 是 f (x) 的根.

定义 4.1. 称 p (x) 是 f (x) 的 k 重因式, 若

pi (x) |f (x) , i = 1, 2, · · · , k, pk+1 (x) ∤ f (x) .

命题 4.2. 若 p(x) 不可约, 且 p(x) 是 f (x) 的 k 重因式, 那么 p (x) 是 f ′ (x) 的 k − 1 重因式.

推论 4.3. f (x) 没有重因式的充要条件是 (f (x) , f ′ (x)) = 1.

推论 4.4. 多项式 g (x) =
f (x)

(f (x) , f ′ (x))
与 f (x) 有相同的不可约因式, 且无重因式.

推论 4.5. 不可约多项式 p (x) 是 f (x) 的 k 重因式的充要条件是

p (x) | f (i) (x) , i = 0, 1, · · · , k − 1, p (x) ∤ f (k) (x) .

5 唯一分解定理

命题 5.1. f (x) ∈ F[x] 不可约的充要条件是对任意 a ∈ F 有 f(x+ a) 不可约.

定理 5.2. 设首一多项式 f (x) ∈ F[x], 则存在 F 上的首一不可约多项式 pi (x) 使得

f (x) = pn1
1 (x) · · · pns

s (x) .

定理 5.3. 设首一多项式 f (x) ∈ C[x], 那么存在相异复数 ci 使得

f (x) = (x− c1)
n1 · · · (x− cs)

ns ,

其中 deg f (x) = n1 + · · ·+ ns.

推论 5.4 (Vieta 公式). 设数域 F 上的多项式 f (x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · · + a1x + a0 的 n 个复根为

x1, · · · , xn, 则有

σk =
∑

1≤i1<···<ik≤n

xi1xi2 · · ·xik = (−1)
k an−k

an
.

定理 5.5. 设首一多项式 f (x) ∈ R[x], 那么

f (x) = (x− c1)
n1 · · · (x− cs)

ns
(
x2 + p1x+ q1

)m1 · · ·
(
x2 + plx+ ql

)ml
,

其中 ci, pj , qj ∈ R, 且 pj2 − 4qj < 0, 以及 deg f (x) = n1 + · · ·+ ns + 2m1 + · · ·+ 2ml.
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定理 5.6. 设 f (x) ∈ Z[x], 那么 f (x) 在 Q 上不可约的充要条件是 f (x) 在 Z[x] 上不可约.

命题 5.7. 设 f (x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · · + a1x + a0 ∈ Z[x], 那么 p
q
是 f (x) 的有理根的必要条件是

p | a0, q | an.

定理 5.8 (爱森斯坦判别法). 设 f (x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · · + a1x + a0 ∈ Z[x], 若存在素数 p 使得

p | ai, i = 1, 2, · · · , n− 1, 且 p ∤ an, p2 ∤ a0, 那么 f (x) 在 Z 上不可约.

例 5.1. 设 p 是素数, 那么 Φp (x) = 1 + x+
x

2!
+ · · ·+ xp

p!
在 Q 上不可约.

例 5.2. 设 p > 2 是素数, 那么 xp + px+ 1 在 Q 上不可约.
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6 习题解答

题 1. 设有理系数多项式 f (x) 在 Q 上不可约, 而非零复数 α 是 f (x) 的根.

(1) 定义
M = {g (x) ∈ Q[x] : g(α) = 0} ⊂ Q[x],

证明: g (x) ∈ M 的充分必要条件是 f (x) |g (x) ;

证明. 充分性是显然的, 下面证明必要性.

断言 f (x) 是 M 中次数最低的非 0 多项式. 若不然, 存在 r (x) ∈ Q[x] 使得 r (α) = 0, 且 0 <

deg r (x) < deg f (x) . 那么在 C 上 f (x) 与 r (x) 有公因式 x − α, 而最大公因式不随数域扩大而改变,
这就得到在 Q 上 (f (x) , r (x)) 6= 1, 与 f (x) 的不可约性矛盾.

设 g (x) ∈ M, 作带余除法有 g (x) = q (x) f (x) + r (x) , 其中 deg r (x) < deg g (x) . 由 f (α) =

g (α) = 0 有 r (α) = 0, 结合断言可知 r (x) = 0, 于是有 f (x) | g (x) .

(2) 定义
Q[α] = {h(α) : h (x) ∈ Q[x]},

计算 dimQ Q[α] ;

解. 设 deg f (x) = n, 来证 1, α, · · · , αn−1 是 Q[α] 的一组基.

设 a0+a1α+· · ·+an1
αn−1 = 0,则 α是多项式 g (x) = a0+a1x+· · ·+an−1x

n−1 的根,即 g (x) ∈ M,

由上题可知 g (x) 是零多项式, 即 a0 = a1 = · · · = an1
= 0, 从而 1, α, · · · , αn−1 是线性无关的.

设 h (α) ∈ Q[α], 作带余除法 h (x) = u (x) f (x) + v (x) , 其中 deg v (x) < deg f (x) = n. 则有

h (α) = v (α) 可由 1, α, · · · , αn−1 线性表示.

综上可知 1, α, · · · , αn−1 是 Q[α] 的一组基, 那么 dimQ Q[α] = n = deg f (x) .

注 6.1. Q[α] ' Q[x]/M = Q[x]/f ·Q[x] ' Qn.

(3) 证明 : Q[α] 是一个数域.

证明. 容易看出 0, 1 ∈ Q[α] 且 Q[α] 关于加减乘法封闭, 只需证明除法封闭.

由上题可知 Q[α] = {h(α) : h (x) ∈ Qn−1[x]}, 只需证明对任意 h (x) ∈ Qn−1[x]\0, 存在 λ (x) ∈
Qn−1[x] 使得 λ (α) = 1

h(α)
.

由于 degh (x) < deg f (x) , 由 f (x) 的不可约性得到 (h (x) , f (x)) = 1, 那么存在 λ (x) , µ (x) ∈
Qn−1[x] 使得

λ (x)h (x) + µ (x) f (x) = 1,

于是有 λ (α)h (α) = 1.
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题 2. 记 Cn−1[x] 为全体次数不超过 n− 1 的复系数多项式构成的复线性空间.

(1) 证明 : dimC Cn−1[x] = n;

证明. 验证 1, x, · · · , xn−1 是 Cn−1[x] 的一组基即可.

(2) 设 a1, · · · , an 为互不相同的复数. 给出多项式 δ1, · · · , δn ∈ Cn−1[x] 使得 δi(ai) = 1, 且 i 6= j 时有

δi(aj) = 0, 并证明 δ1, · · · , δn 构成 Cn−1[x] 的一组基;

证明. 定义 δi (x) =

∏
j ̸=i (x− aj)∏
j ̸=i (ai − aj)

, 则其符合题意.

设有 k1δ1 + · · ·+ knδn = 0, 带入 ai 可得 ki = 0, 于是知 δ1, · · · , δn 线性无关, 又 Cn−1[x] 维数为 n,
这就证明了 δ1, · · · , δn 是 Cn−1[x] 的一组基.

(3) 证明 : 对于任意复数 b1, · · · , bn, 存在多项式 f (x) ∈ Cn−1[x] 使得 f(ai) = bi.

证明. 取 f (x) =
∑n

i=1 biδi (x) 即可.

(4) 证明中国剩余定理 : 设 g1(x), · · · , gs(x) ∈ F[x] 两两互素,f1(x), · · · , fs(x) ∈ F[x], 且 deg fi (x) <

deg gi (x) . 那么存在唯一的 f (x) ∈ F[x], 使得 f (x) 除以 gi(x) 的余式为 fi(x) (i = 1, · · · , s), 并且
deg f (x) <

∑s
i=1 deg gi(x).

证明. 定义 Gi (x) =
∏

j ̸=i gj (x) , 则 gi (x) 与 Gi (x) 互素, 那么存在 ui (x) , vi (x) 使得 ui (x) gi (x) +

vi (x)Gi (x) = 1. 取 Fi (x) = vi (x)Gi (x) , 则 Fi (x) 除以 gi (x) 的余式恰为 1, 并且被 gj (x) 整除. 于是
取 f0 (x) =

∑s
i=1 fi (x)Fi (x) 可满足余式要求. 最后做带余除法 f0 (x) = q0 (x)

∏s
i=1 gi (x) + f (x) , 取

f (x) 即可满足次数要求.

题 3. 设 a1, a2, · · · , an 是 n 个不同的整数, 证明: 方程组

an−1
1 x1 + an−2

1 x2 + · · ·+ a1xn−1 + xn = −an1

an−1
2 x1 + an−2

2 x2 + · · ·+ a2xn−1 + xn = −an2
...

an−1
n x1 + an−2

n x2 + · · ·+ anxn−1 + xn = −ann

有唯一解, 并求出它的解.

证明. 由系数矩阵行列式非零知有唯一解,且 a1, a2, · · · , an是多项式 f (x) = xn+x1x
n−1+· · ·+xn−1x+xn

的根, 于是由韦达公式就有 xi = (−1)
i
σi.

题 4. 设 A ∈ Rn×n 是 n 阶实方阵, 已知 A 的特征值均为实数, 且 A 的一阶主子式之和与二阶主子式之

和均为 0, 证明: A 是幂零阵.

证明. 设 A 的特征值为 λ1, · · · , λn, 则 λ2
1 + · · ·+ λ2

n = σ2
1 − 2σ2 = 0, 又 λi 都是实数, 这就有 λ1 = · · · =

λn = 0, 因此 A 是幂零阵.
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