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Problem 1. 设 f(x) = x4 − 3x3 + 2x2 − 2x+ 1, 求 f(1 +
√
2).

Answer 1. 答案为1−
√
2.

考虑多项式 g(x) = x2 − 2x− 1. 其两根为 1 +
√
2, 1−

√
2, 作带余除法:v

x4 − 3x3 + 2x2 − 2x+ 1 = (x2 − 2x− 1)(x2 − x+ 1) + (−x+ 2),

故 f(1 +
√
2) = g(1 +

√
2)((1 +

√
2)2 − (1 +

√
2) + 1) + (−(1 +

√
2) + 2) = 1−

√
2.

Problem 2. m,n ∈ N∗, 考虑多项式

f(x) = xm−1 + xm−2 + · · ·+ x+ 1

g(x) = xn−1 + xn−2 + · · ·+ x+ 1

求证 (f(x), g(x)) = 1 当且仅当 (m,n) = 1.

Answer 2. 注意到以下的因式分解 (考虑单位根)

xm−1 + xm−2 + · · ·+ x+ 1 = (x− ζm)(x− ζ2m) · · · (x− ζm−1
m ) ζm = e

2πi
m .

从而 (f(x), g(x)) = 1 当且仅当不存在 1 ≤ k < m, 1 ≤ l < n 使得 ζkm = ζ ln 成立.
对 ζkm = ζ ln 进行化简, 我们可以得到

ζkm = ζ ln ⇔ e
2kπi
m = e

2lπi
n ⇔ k

m
=

l

n
⇔ kn = ml.

设 (m,n) = d,m = dm1, n = dn1,m1, n1 ∈ N∗., 此时 (m1, n1) = 1,. 等式化为 kn1 = m1l. 由于 m1 | n1k,
且 (m1, n1) = 1, 我们有 m1 | k, 同理 n1 | l.
注意到若 d ̸= 1, 则取 k = m1 =

m

d
< m,l = n1 =

n

d
< n 成立等式且符合条件, 此时 (f(x), g(x)) ̸= 1.

反之若 kn1 = m1l 有解 (k, l) = (k0, l0), 则 m1 ≤ k0 < m, 这表明 d =
m

m0

> 1. 命题得证.

Problem 3. 设 f0, f1, f2, f3 ∈ F[x],假设 f0(x
5)+xf1(x

10)+x2f2(x
15)+x3f3(x

20)能被 x4+x3+x2+x+1

整除, 证明:fi(x)(i = 0, 1, 2, 3) 能被 x− 1 整除.

Answer 3. 考虑 5 次单位根 ζ5 = e
2πi
5 , 则有 ζ55 = 1, ζ45 + ζ35 + ζ25 + ζ5 + 1 = 0, 故有

(x− ζi5) | (f0(x5) + xf1(x
10) + x2f2(x

15) + x3f3(x
20)) i = 1, 2, 3, 4.

从而带入 ζ5, ζ
2
5 , ζ

3
5 , ζ

4
5 , 得到齐次线性方程组

f0(1) + ζ5f1(1) + ζ25f2(1) + ζ35f3(1) = 0

f0(1) + ζ25f1(1) + ζ45f2(1) + ζ65f3(1) = 0

f0(1) + ζ35f1(1) + ζ25f6(1) + ζ95f3(1) = 0

f0(1) + ζ45f1(1) + ζ85f2(1) + ζ125 f3(1) = 0
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其系数矩阵为 4 阶 Vandermonde 行列式∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 ζ5 ζ25 ζ35

1 ζ25 ζ45 ζ65

1 ζ35 ζ65 ζ95

1 ζ45 ζ85 ζ125

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∏
1≤i<j≤4

(ζi5 − ζj5) ̸= 0

从而该方程组仅有零解, 这意味着 f0(1) = f1(1) = f2(1) = f3(1) = 0, 也即 fi(x)(i = 0, 1, 2, 3) 能被 x− 1

整除.

Problem 4. 假设有互异的首一多项式 f1(x), f2(x), 且 deg(f1(x)) ≤ 3, deg(f2(x)) ≤ 3, 又设 x4 + x2 +

1 | f1(x3) + x4f2(x
3), 试求 (f1(x), f2(x)).

Answer 4. 考虑 6 阶单位根 ζ = ζ6 = e
2πi
6 . 首先注意到 (考虑 x6 − 1 = (x2 − 1)(x4 + x2 + 1))

x4 + x2 + 1 = (x− ζ)(x− ζ2)(x− ζ4)(x− ζ5).

从而有

x− ζi | f1(x3) + x4f2(x
3) i = 1, 2, 4, 5.

分别得到两个齐次线性方程组f1(1) + ζ2f2(1) = 0

f1(1) + ζ4f2(1) = 0

f1(−1) + ζ2f2(−1) = 0

f1(−1) + ζ4f2(−1) = 0

解得 f1(1) = f2(1) = f1(−1) = f2(−1) = 0, 从而有

x− 1 | fi(x) x+ 1 | fi(x) i = 1, 2.

于是 x2 − 1 | (f1(x), f2(x)), 再由 f1(x), f2(x) 是互异的首一多项式知 (f1(x), f2(x)) = x2 − 1.

Problem 5. 设 f(x), g(x), h(x) ∈ F[x], 且 (g(x), h(x)) = 1, 证明: 存在 r(x), s(x) ∈ F[x] 使得

f(x) = g(x)r(x) + h(x)s(x) deg r(x) < degh(x).

Answer 5. 用带余除法, 存在 q0(x), r0(x) ∈ F[x], 使得

f(x) = q0(x)h(x) + r0(x) deg r0(x) < degh(x). (1)

由于 (g(x), h(x)) = 1, 由 Bezout 等式存在 u(x), v(x) ∈ F[x] 使得

u(x)g(x) + v(x)h(x) = r0(x). (2)

再对 u(x) 作带余除法, 存在 q(x), r(x) ∈ F[x] 使得下式成立

u(x) = q(x)h(x) + r(x) deg r(x) < degh(x). (3)

把 (2) 式回代入 (1) 式, 联立式 (3) 即有

f(x) = g(x)r(x) + h(x)(q0(x) + g(x)q(x) + v(x)).

令 s(x) = q0(x) + g(x)q(x) + v(x) 即知命题成立.
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Problem 6. 设非零复数 c 是 Q[x] 中的某一非零多项式的根，令

M = {f(x) ∈ Q[x] | f(c) = 0}

(1) 证明:M 中存在唯一的首一不可约多项式 p(x)，使得对所有 f(x) ∈ Q[x] 均有

f(x) ∈ M ⇔ p(x) | f(x).

(2) 证明: 存在多项式 g(x) ∈ Q[x], 使得 g(c) = 1
c
.

Answer 6. (1) 注意到 M 中有正次数的多项式, 则由最小数原理, 在 M 中存在次数最低的正次数多项

式. 而若 f(x) ∈ M , 则对任意 r ∈ Q 有 rf(c) = 0. 这表明 rf(x) ∈ M . 从而通过调整首项系数知存在
次数最小的首一正次数多项式, 记作 p(x).
若 p(x) 可约, 设 p(x) = g(x)h(x), deg g(x) < deg p(x), degh(x) < deg p(x). 但由 0 = p(c) = g(c)h(c)

知 g(c) = 0, h(c) = 0 至少有一成立，不妨 g(c) = 0, 但这将导致 g(c) = 0, 进而 g(c) ∈ M , 矛盾于
p(x) 的取法, 从而 p(x) 不可约.
下证 f(x) ∈ M ⇔ p(x) | f(x).
若 f(x) ∈ M , 做带余除法

f(x) = q(x)p(x) + r(x) deg r(x) < deg p(x)

由于 r(c) = f(c) − q(c)p(c) = 0, 则 r(x) ∈ M . 但由 deg r(x) < deg p(x) 知只能有 r(x) = 0. 故
f(x) = q(x)p(x), 这表明 p(x) | f(x).
反之若 p(x) | f(x)则存在 q[x] ∈ Q[x]使得 f(x) = p(x)q(x)成立.则 f(c) = p(c)q(c) = 0 ⇒ f(x) ∈ M .
最后证明 p(x) 唯一. 由上所证, 若同时有 p(x), q(x) 满足条件, 则有 p(x) | q(x), q(x) | p(x), 考虑次数
和首项系数即有 p(x) = q(x), 证毕.

(2) 利用 (1) 的结论, 由于 c ̸= 0, 则 f(c) = c ̸= 0, 这表明 f(x) = x 不属于 M , 从而 p(x) ∤ x. 再由 p(x)

不可约即得 (p(x), x) = 1. 由 Bezout 定理, 存在 u(x), q(x) ∈ Q[x], 使得

u(x)p(x) + xq(x) = 1.

从而 1 = u(c)p(c) + cg(c) = cg(c) ⇒ g(c) =
1

c
.

Problem 7. 设 f(x), g(x) ∈ C[x] 互素, 证明:[f(x)]2 + [g(x)]2 的重根是 [f ′(x)]2 + [g′(x)]2 的根.

Answer 7. 设 t 是 [f(x)]2 + [g(x)]2 的重根, 则有[f(t)]2 + [g(t)]2 = 0

f(t)f ′(t) + g(t)g′(t) = 0

从而

[f(t)f ′(t)]2 = [g(t)g′(t)]2.

由于 f(x), g(x) 互素, 所以 f(t) ̸= 0, g(t) ̸= 0. 故回代入式 1 有

[f ′(t)]2 + [g′(t)]2 = 0.

命题得证.

Problem 8. 试求 2n− 1 次多项式 f(x), 使得 (x− 1)n | (f(x) + 1), (x+ 1)n | (f(x)− 1).
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Answer 8. 由于 1 是 f(x) + 1 的 n 重根, 从而 1 是 f ′(x) 的 n − 1 重根. 同理 −1 也是 f ′(x) 的

n − 1 重根. 又由于 deg f ′(x) = 2n − 2. 从而可设 f ′(x) = a(x − 1)n−1(x + 1)n−1 = a(x2 − 1)n−1 =

a
n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
x2k(−1)n−1−k. 故满足条件的 f(x) 形如 f(x) = a

n−1∑
k=0

1

2k + 1

(
n− 1

k

)
x2k+1(−1)n−1−k.(a ̸=

0).

Problem 9. 证明: 对任意 n ∈ N∗, 均有 (x2 + x+ 1, xn+2 − (x+ 1)2n+1) = 1.

Answer 9. 设 d(x) = (x2 + x + 1, xn+2 − (x + 1)2n+1). 反证 deg d(x) > 0. 则 d(x) | x2 + x + 1. 从而
ζ = e

2πi
3 或 ζ = e

4πi
3 为其根. 然而令 fn(x) = xn+2 − (x+ 1)2n+1. 则

fn(ζ) = ζn+2 − (ζ + 1)2n+1 = ζn+2 − (−ζ2)2n+1 = ζn+2 + ζ4n+2 = ζn+2(1 + ζ3n) = 2ζn+2 ̸= 0.

fn(ζ) = ζ
n+2 − (ζ + 1)2n+1 = ζ

n+2 − (−ζ
2
)2n+1 = ζ

n+2
+ ζ

4n+2
= ζ

n+2
(1 + ζ

3n
) = 2ζ

n+2 ̸= 0.

矛盾于 d(x) | fn(x)., 从而原命题得证.

Problem 10. 设 f(x) ∈ Z[x],且 f(1) = f(2) = f(3) = p (p为素数),证明:不存在 m ∈ Z使得 f(m) = 2p.

Answer 10. 设 g(x) = f(x) − p, 则 1, 2, 3 是 g(x) 的三根. 故设 g(x) = (x − 1)(x − 2)(x − 3)h(x),m ∈
Z, h(x) ∈ Z[x](因为 x− 1, x− 2, x− 3 本原).
现在设 g(k) = p(k ∈ Z), 则有

(k − 1)(k − 2)(k − 3)h(k) = p.

由于 p 为素数, 因而左侧四个因子中有一个为 p 或 −p, 其余为 ±1. 不妨设 m− 1 = ±p, 则由 m− 2 = ±1

知 m = 3 或 m = 1, 二者皆导出矛盾. 从而不存在整数 k 使得 g(k) = p, 即不存在整数 k 使得 f(k) = 2p.

Problem 11. 设 f(x), g(x), h(x) ∈ R[x], 且 f2(x) = xg2(x) + xh2(x), 证明 f(x) = g(x) = h(x) = 0.

Answer 11. 若 g(x) ̸= 0, 则存在 t < 0 使得 g(t) ̸= 0, 但 0 ≤ f2(t) = tg2(t) + th2(t) ≤ tg2(t) < 0, 矛盾!
因而 g(x) = 0. 同理 h(x) = 0, 回代有 f(x) = 0, 命题得证.

Problem 12. 设 n ∈ N∗, φ(x) =
n∏

i=1

(x − ai), 且 n ≥ 5, 其中 a1, a2, · · · , an 为互不相同的整数. 证明: 若

ax2 + bx+ 1 ∈ Z[x] 在 Q 上不可约, 则 f(x) = aφ2(x) + bφ(x) + 1 在 Q 上也不可约.

Answer 12. 反证 f(x)可约,设 f(x) = g(x)h(x), g(x), h(x) ∈ Z[x].由于 f(ai) = aφ2(ai)+bφ(ai)+1 = 1.
从而或者 g(ai) = h(ai) = 1, 或者 g(ai) = h(ai) = −1.
设有 k(k ≤ n, k ∈ N∗) 个 ai 使得 g(ai) = h(ai) = 1(不妨设为 a1, a2, · · · , ak) 成立. 我们有断言

若 k ≥ 4,则 k = n.

事实上若对 i = 1, 2, 3, 4 有 g(ai) = 1, 则可设

g(x) = p(x)
4∏

i=1

(x− ai) + 1

此时若再有 j ≥ 5 使得 g(aj) = −1, 则有 g(aj) = p(aj)
∏4

i=1(aj − ai) = −2, 由于 aj − ai 互不相同, 则

2 =

∣∣∣∣∣p(aj)
4∏

i=1

(aj − ai)

∣∣∣∣∣ ≥
∣∣∣∣∣

4∏
i=1

(aj − ai)

∣∣∣∣∣ ≥ |(−2) · (−1) · 1 · 2| > 4
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这将导出矛盾.
因此以下两种情况必居其一.

g(ai) = 1 i = 1, 2, · · · , n g(ai) = −1 i = 1, 2, · · · , n

无论何者成立我们都可设

g(x) = c(x− a1)(x− a2) · · · (x− an)± 1 = cφ(x)± 1

h(x) = d(x− a1)(x− a2) · · · (x− an)± 1 = dφ(x)± 1

但此时会产生分解 aφ2(x) + bφ(x) + 1 = (cφ(x)± 1)(dφ(x)± 1), 矛盾于 ax2 + bx+ 1 在 Q 上的不可分解
性.

Problem 13. 设 α1, α2, α3 为复系数多项式 f(x) = x3 + ax2 + bx + c 的三根, 试求以 α3
1, α

3
2, α

3
3 为三根

的方程.

Answer 13. 计算
α3
1 + α3

2 + α3
3 = σ3

1 − 3σ1σ2 + 3σ3 = −a3 + 3ab− 3c,

α3
1α

3
2 + α3

2α
3
3 + α3

3α
3
1 = σ3

2 − 3σ1σ2σ3 + 3σ2
3 = b3 − 3abc+ 3c2,

α3
1α

3
2α

3
3 = σ3

3 = −c3.

由韦达定理, 待求方程应为

y3 + (a3 − 3ab+ 3c)y2 + (b3 − 3abc+ 3c2)y + c3 = 0.

Problem 14. 设 f(x) ∈ Q[x],deg f(x) = n.f(x) 有 n 个复根 λ1, λ2, · · · , λn. 证明: 对任意 g(x) ∈ Q[x],

都有
n∏

i=1

g(λi) ∈ Q.

Answer 14. 设 f(x) = amxm + · · ·+ a1x+ a0 ∈ Q[x].
若 g(x) = 0, 命题显然成立.
若 g(x) ̸= 0, 设 g(x) = bmxm + · · ·+ b1x+ b0 ∈ Q[x]. 考虑

F (λ1, λ2, · · · , λn) =
n∏

i=1

g(λi) =
n∏

i=1

(bmλm
i + · · ·+ b1λi + b0)

易知 F (λ1, λ2, · · · , λn) 为 n 元对称多项式，从而存在其由 n 元基本对称多项式的表达的多项式, 即存在
h ∈ Q[λ1, · · · , λn], 使得

F (λ1, λ2, · · · , λn) = h(σ1, σ2, · · · , σn)

成立, 再由 Vieta 定理知 σi = (−1)k
ak
am

∈ Q. 从而

F (λ1, λ2, · · · , λn) = h(σ1, σ2, · · · , σn) ∈ Q.

命题证毕.
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